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Mémoires  de  l'académie  rojrale  des  Sciences  de  Paris,  année  1773  ;  1777. 


I. 

Je  me  propose  de  donner  dans  ce  Mémoire  une  méthode  pour  inté- 
grer, toutes  les  fois  que  cela  est  possible,  les  équations  linéaires  aux 
différences  partielles;  cette  méthode  est  fondée  sur  la  forme  dont  les 
intégrales  de  ces  équations  sont  susceptibles  :  comme  la  recherche  de 
cette  forme  tient  à  la  métaphysique  du  calcul,  on  pourrait  craindre  ici 
l'obscurité  qui  souvent  accompagne  la  métaphysique;  je  vais  donc  faire 
en  sorte  de  présenter  mes  idées  le  plus  clairement  qu'il  me  sera  pos- 
sible, et  de  manière  à  ne  laisser  aucun  nuage  sur  un  objet  aussi  inté- 
ressant. L'illustre  inventeur  de  ce  calcul,  M.  d'Âlembert,  et  plusieurs 
grands  géomètres  après  lui  s'en  sont  déjà  occupés  avec  beaucoup  de 
succès;  mais  leurs  recherches,  d'ailleurs  très  profondes,  ne  présen- 
tent, si  j'ose  le  dire,  que  des  procédés  isolés  qui,  lorsqu'ils  deviennent 
insuffisants  pour  intégrer  une  équation  proposée,  laissent  justement 
lieu  de  douter  s'il  ne  serait  pas  possible  d'en  obtenir  l'intégrale  par 
d'autres  voies  :  la  méthode  suivante,  au  contraire,  en  embrassant  tous 

(*)  Lu  en  1773.  Remis  le  4  décembre  1776. 
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les  cas  d'intégration,  réunit  le  double  avantage  de  donner  les  inté- 
grales complètes,  lorsqu'elles  sont  possibles,  ou  de  s'assurer  qu'elles 
sont  impossibles;  j'espère  d'ailleurs  qu'elle  ne  laissera  rien  à  désirer 
du  côté  de  la  simplicité  et  de  la  facilité  de  la  mettre  en  usage. 

II. 

z  étant  fonction  quelconque  de  plusieurs  variables  x,  y,  . . .,  je  sup- 
pose qu'on  la  différentie,  en  ne  faisant  varier  que  x,  et  que  Ton  dé- 
signe par  ^  le  coefficient  de  dx  dans  cette  différence  (il  ne  faut  pas 

confondre  cette  expression  ^-  avec  celle-ci  ^>  qui  signifie  la  diffé- 
rence entière  de  z,  divisée  par  dx);  que  Ton  représente  encore  par  -^ 
le  coefficient  de  dy  dans  la  différence  de  z;  une  équation  quelconque 
entre  -s,  rc,  j^,  ^>  ^  est  aux  différences  partielles  du  premier  ordre. 

Pareillement,  si  Ton  différentie;;  :  i**  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  a:  et  par  rapport  à  j,  en  regardant  dx  et  dy  comme  constants,  et  que 

l'on  désigne  par  -p^  et  -r-i  les  coefficients  de  dx^  et  de  dy^  dans  ces 

différences;  2P  une  première  fois  par  rapport  à  x,  et  une  seconde  fois 
par  rapport  à  j',  ou,  ce  qui,  comme  l'on  sait,  revient  au  même,  une  pre- 
mière fois  par  rapport  à  y,  et  une  seconde  fois  par  rapport  à  x,  et  que 

l'on  désigne  par  ^ — r-  le  coefficient  de  dxdy;  si  l'on  a  une  équation 

quelconque  entre  5,  x,  y,  —>  y^>  y^,>  T~T"  ^^  T^'  ^"^  ^^^^  ^"^  ^'•^" 
férences  partielles  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  sui- 
vants. 

Une  semblable  équation  étant  donnée,  il  s'agit  d'en  trouver  l'inté- 
grale, c'est-à-dire  de  trouver  une  fonction  finie  entre  5,  x  et  y,  telle 
qu'elle  satisfasse  à  cette  équation  de  la  manière  la  plus  générale;  le 
problème  pris  ainsi  dans  toute  son  étendue  présente  des  difficultés 
bien  supérieures  à  celles  de  l'intégration  des  équations  aux  différences 
ordinaires,  en  sorte  qu'on  peut  regarder  une  équation  aux  différences 
partielles  comme  intégrée,  lorsqu'elle  est  ramenée   à    l'intégration 
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d'une  équation  aux  différences  ordinaires,  à  peu  près  comme  on  est 
censé  avoir  l'intégrale  de  celle-ci,  lorsqu'elle  ne  dépend  plus  que  de 
l'intégration  des  fonctions  différentielles. 

Les  équations  aux  différences  ordinaires  peuvent  être  considérées 
comme  des  cas  très  particuliers  des  équations  aux  différences  par- 
tielles :  il  suffi!  pour  cela  de  rendre  nuls,  dans  ces  dernières,  les  coef- 
ficients des  différences  de  z,  prises  par  rapport  à  y;  on  aura,  de  cette 

manière,  une  équation  entre  œ,  j,  2»  t^'  iri>  •••»  dans  laquelle  y 

pourra  être  considéré  comme  constant,  et  si  cette  équation  est  de 
l'ordre  /i,  son  intégrale  renfermera  n  constantes  arbitraires,  qui  seront 
fonctions  quelconques  de  y. 

De  ce  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas  particuliers,  l'intégrale  com- 
plète d'une  équation  aux  différences  partielles  de  Tordre  n  renferme 
n  fonctions  arbitraires,  on  a  exigé  la  même  condition  de  l'intégrale 
complète  d'une  équation  quelconque  aux  différences  partielles;  mais 
il  arrive  souvent  qu'elle  est  impossible  à  remplir,  et  l'on  en  verra  des 
exemples  dans  la  suite.  Il  serait  sans  doute  bien  utile  d'avoir  une  mé- 
thode pour  s'assurer  si  une  équation  donnée  est  susceptible  d'une  in- 
tégrale complète,  et  dans  ce  cas  de  la  déterminer;  c'est  là  ce  que  je 
me  propose  de  faire  sur  les  équations  aux  différences  partielles 
linéaires  :  j'appelle  ainsi  les  équations  dans  lesquelles  la  variable  z  et 
ses  différences  ne  sont  élevées  à  d'autres  puissances  que  l'unité,  et  ne 
se  multiplient  ou  ne  se  divisent  point  les  unes  par  les  autres;  j'ai 
choisi  ce  genre  d'équations,  de  préférence  à  tout  autre,  parce  qu'il  se 
rencontre  fréquemment  dans  l'application  de  l'analyse  à  la  nature, 
principalement  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  les  oscillations  infiniment 
petites  du  système  d'un  nombre  infini  de  corpuscules,  qui  agissent  les 
uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque,  et  dont  l'état  primitif 
peut  être  quelconque  (*). 

(*)  Ces  recherches,  à  quelques  additions  près,  ont  été  lues  à  TAcadémie  dans  le  cou- 
rant de  l'année  1778,  et  j'en  ai  donné,  dans  le  Tome  VI  des  Savcmts  étrcmgers,  quelques 
résultats,  parmi  lesquels  se  trouve  l'intégration  de  Téquation  (1)  de  l'article  suivant  («). 

(•)  Œuvres  de  Laptace,  T.  VIII,  p.  63  à  85. 
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m. 

L'équation  générale  linéaire  du  premier  ordre  est 

0=  -. — i-a-r--f-6«-4-T, 
ôx         ay 

a,  ê  et  T  étant  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  M.  d'Aiembert  en  a 
donné,  le  premier,  l'intégrale  dans  le  Tome  IV  de  ses  Opuscules.  Je  vais 
intégrer  la  suivante  qui  la  renferme 

/  V  dz  dz       -, 

V  étant  fonction  de  a?,  y  et  z. 

J'observerai  ici  que  je  regarde  une  équation  aux  différences  par- 
tielles comme  intégrée  lorsqu'elle  est  ramenée  à  l'intégration  d*une 
équation  aux  différences  ordinaires.  Cela  posé, 

Je  considère  d'abord  z  comme  fonction  de  x  et  de  /,  et  ensuite 
comme  fonction  de  x  et  d'une  nouvelle  variable  u,  ce  qui  donne,  en 

« 

différentiant, 

,  àz     ,        dz  , 

dx  dy  "^ 


,        (àz\,         dz   , 
az=:[  -T-  I  «J?  -H  -T-  dUf 
\dxj  au 


j-  désignant  le  coefficient  de  dx^  dans  la  différentiation  de  z,  lorsque  z 

est  considéré  comme  fonction  de  a?  et  de  j;  et  ( ->^  j   désignant  ce 

même  coefficient  lorsque  z  est  regardé  comme  fonction  de  x  et  de  c/. 

Si  l'on  considère  présentement  u  comme  fonction  de  x  et  de  y,  on 
aura 


donc 


partant, 


,        du  j        du  . 
dx  dy   "^ 

t        (  dz\' .         dz  du   ,         dz  du  , 
\dxj  du  dx  du  dy   '^ 

dz (  ^^\      dz  du  dz  dz  du 

dx      \dx )       du  dx  dy       du  dy^ 
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réquation  (i)  deviendra  ainsi 

f  àz\'      àz^  àiu  àz  du 

\âx)       du  dx         du  dy 

La  variable  u  étant  indéterminée»  je  puis  la  supposer  telle  que  Ton 

ait 

du         du ^ 

dx         dy* 


•       .  • 


on  aura  ainsi 


'<%h-- 


équation  qui  sera  réduite  aux  différences  ordinaires,  lorsque,  après 
avoir  déterminé  u  au  moyen  de  celle-ci 

du  du 

dx  dy^ 

on  en  aura  tiré  la  valeur  de  j  en  a?  et  en  u,  et  on  l'aura  substituée 

dans  V.  t 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  une  valeur  qui  satisfasse  pour 

u  à  l'équation 

du         du ^ 

dx         dy* 

or,  puisque  l'on  a 

-        du  ,        du  , 

on  aura 

du^-^i.dy-^adx); 

soit  N  le  facteur  par  lequel,  multipliant  dy^ddx^  on  rend  cette 
quantité  une  différentielle  exacte,  et  que  l'on  fasse 

on  aura 

du 

du  =  ^dd; 

N 

partant,  u  est  fonction  de  0;  prenons  0  pour  cette  fonction  même,  en 

OÈupret  de  L.  —  IX.  2 
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sorte  que  Ton  ait  w  =  ô;  ô  étant  fonction  de  x  et  de  y,  on  aura  y  en 
fonction  de  a?  et  de  w;  cette  valeur  de  y  substituée  dans  V  rendra  cette 
quantité  fonction  de  x^  z  et i/.  Soit  V  cette  fonction,  on  aura 


=(f:y-v'. 


équation  dont  l'intégrale,  en  supposant  u  constant,  peut  être  mise 

sous  cette  forme 

S  =  C, 

S  étant  fonction  de  x^  z  et  i/,  et  G  étant  une  constante  arbitraire  qui 
peut  être  une  fonction  quelconque  de  i/,  ou,  ce  qui  revient  au  mémo, 
de  6;  désignant  donc  par  r(0)  une  fonction  arbitraire  de  0,  Téqua- 
tion 

est  Tintégrale  complète  de  la  proposée 

dz         dz      -- 
ox         dy 

rintégration  de  cette  équation  se  trouve  ainsi  réduite  à  celle  de  deux 
équations  aux  différences  ordinaires,  puisque  la  recherche  du  facteur 
N  dépend,  comme  Ton  sait,  de  l'intégration  de  Téquation 

Déterminons,  d'après  cette  méthode,  l'intégrale  de  l'équation  li- 
néaire 

àz        dz      ^       -, 

ao?         dy 

pour  cela,  on  intégrera  d'abord  celle-ci 

du  du 

àa:         dy 

soit  u  =  f  (0)  son  intégrale;  en  faisant  (p(6)  =  0,  on  aura  k  =  0;  d'où 
l'on  tirera  y  en  fonction  de  a:  et  de  k;  en  substituant  ces  valeurs  dans 
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€  et  Tt  elles  deviendront  fonctions  de  rr  et  de  u;  soient  S' et  T' ces  fonc- 
tions, on  aura 

équation  dont  Tintégrale  est,  comme  Ton  sait,  en  regardant  u  comme 
constant, 

le  signe  f  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x  seul  ;  or,  la  constante  C 
pouvant  être  fonction  quelconque  de  0,  on  aura,  pour  l'intégrale  de 
Téquation  linéaire  aux  différences  partielles 

àz        àz      ^       ^ 
ax         ày 

d'où  il  suit  que  la  forme  de  cette  intégrale  est 

A,  H  et  0  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de^. 

IV. 

On  aurait  pu  trouver  cette  forme  a  priori,  de  la  manière  suivante. 

Pour  cela,  j'observe  que  l'intégrale  d'une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  ne  renferme  qu'une  fonction  arbitraire 
que  je  représente  par  7(6);  or  il  peut  arriver  que  la  quantité  0,  dont  la 
fonction  arbitraire  est  composée,  soit  une  fonction  déterminée  de  x  et 
de  yy  ou  qu'elle  soit  indéterminée;  examinons  séparément  ces  deux 
cas. 

Pebihbr  cas.  —  Lorsque  6  est  fonction  déterminée  de  x  et  de  y. 

L'intégrale  peut  alors  être  mise  sous  cette  forme  2  =  M,  M  étant 
fonction  de  a?,  y  et  de  ?(0);  or,  ç(6)  étant  une  fonction  arbitraire,  je 
puis  la  supposer  égale  à  une  fonction  quelconque  déterminée  de  6, 
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plus  à  une  fonction  arbitraire  infiniment  petite,  que  je  désigne  par 
I  r(0),  i  étant  un  coefficient  infiniment  petit.  Si  Ton  substitue  cette 
valeur  de  <p(0)  dans  M,  et  que  Ton  réduise  cette  quantité  dans  une 
suite  ascendante  par  rapport  à  i\  on  aura  une  expression  de  cette 
forme 

En  substituant  cette  valeur  de  :;  dans  Téquation 
(K)  o  =  g-H«|-.6.  +  T, 

que  je  nommerai  dorénavant,  pour  simplifier,  Téquation  (K),  tous  les 
termes  homogènes  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  réciproquement  ; 
on  aura  donc 

o  =  -r ha-T h6N-4-T, 

dx  ôy 

o  =  -3 h  a -3— -h  6  N', 

ax  ôy 

ox  ày 


partant,  l'équation 


5  :=  N  +  N' 


satisfait  à  Téquation  (K);  de  plus,  elle  en  est  l'intégrale  complète, 
puisque  N'  renferme  la  fonction  arbitraire  r(6). 

On  aura  iN'  en  diff*érentiant  M  par  rapport  à  ç(0),  et  supposant  la 
différence  de  (p(6)  égale  à  iT(0);  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la 
fonction  arbitraire  r(0)  existe  dans  N'  sous  une  forme  linéaire;  mais 
elle  peut  y  être  affectée  des  signes  différentiel  et  intégral,  en  sorte  que 

N'peut  renfermer  des  termes  de  cette  forme  H  .^^  S  et  si  l'on  repré- 
sente par  (X,  [i.',  (x", . . .  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  j,  N'  peut 
renfermer  encore  des  termes  de  la  forme 


ufLdiifvdii'fudiJ.'.. .  ^^; 
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soit 

et  supposons  d'abord  que  le  terme  précédent  ne  renferme  qu'un  seul 
signe  /,  de  manière  qu'il  soit  H  y  Lrf[jLP'(G);  il  est  clair  que,  pour 
que  l'intégration  soit  possible,  1^(0)  doit  être  fonction  de  (x;  or  on  a 

on  aura  donc 

l'intégrale  /L^rf2?r''(6)  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  a?,  et  en 
y  ajoutant  une  constante  qui  sera  fonction  de  y  seul;  on  peut  donc 
toujours  réduire  l'intégrale  y  Lrf[jLr''(0)  à  une  intégrale  de -l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  formes  f\dxT''(^)  on  f Y dyT''(^),  ces  inté- 
grales étant  prises  en  ne  faisant  varier  que  ce  ou  y.  On  réduira  pareille- 
ment la  double  intégrale  fhd^fUd\i!T^(^)  à  l'une  de  ces  quatre 
formes 

fWdxjTdxV'^B),    f\dyf\'dyV''{Q), 
fYdxfy'dyT^iS),     f\dyf\'dxV''{Q); 

or  on  peut  réduire  à  de  simples  intégrales  les  doubles  intégrales 

fVdœfy'dxT'^^Q)     et     fVdyfy'dyT''{e); 

car,  si  l'on  fait  f\  rfir  =  R,  on  aura 

fydxfTdxT''{Q)-Rfy'dxT''{e)-^fy'RdxT''(e); 

on  voit  ainsi  que,  toutes  les  fois  que,  dans  un  terme,  deux  signes  /  con- 
sécutifs se  rapportent  à  la  même  variable,  ce  terme  peut  se  réduire  ;  il 
résulte  de  la  que  le  terme 

H/L  rffx/L'  rfH'/L'  rffi'/  ^^ 
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peut  être  réduit  à  des  termes  de  l'une  ou  Tautre  de  ces  deux  formes 

ou 

Présentement,  si  Ton  fait  jVrfr  =  R,  on  aura 

m 

on  peut  donc,  en  suivant  ce  procédé,  augmenter  d'une  unité  Tordre  de 
ia  différence  de  la  fonction  arbitraire  enveloppée  sous  le  signe  A  si 

Ton  suppose  conséquemment  que      ,^^  ■  soit  la  plus  haute  différence 

de  r(6).dans  N',  on  pourra  réduire  toutes  les  différences  de  r(0)  en- 
veloppées sous  le  signe  intégral  à  être  de  l'ordre  r;  partant,  si  Ton 
fait 

l'expression  de  z  sera  comprise  dans  la  formule  suivante  : 

5  z:z  N  -h  H  ^(9)  -h  H'  ij;,  (0)  -h  H'^  ;j;,(Ô)  4-.  . . 

-H  Lfydx^\f{e)  -h  vfy'dx^(e)'^. . . 

-hljTU  dy^id)  -+-  r/U'dy  ^(Ô)  -4-. . . 
-h  RfSdyf&'dxi\,(e)-\'.. . 


Second  cas.  —  Lorsque  ô  est  fonction  indéterminée  de  x  et  de  /. 

Il  peut  arriver  que,  dans  l'intégrale  d'une  équation  aux  différences 
partielles,  la  quantité  6,  enveloppée  soiis  le  signe  de  la  fonction  arbi- 
traire, soit  elle-même  indéterminée;  par  exemple,  si,  dans  l'équation 
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aux  différences  partielles  j-  =  j-j>  on  fait  ^  =  6,  on  aura 

% 

partant» 

s  =  O^x  ■+-  9y  --fdO^^Qx  -\-y)\ 

d'où  il  suit  que  2Ôa?  4-7  est  fonction  de  0;  soit  donc 

f  dQ(^Qx  -^ y)z^  <^{B), 

et  que  Ton  fasse  -^4—  =  ?'(^)»  ^"  ^^^^ 

et  0  se  déterminera  par  Téquation 

en  sorte  que  cette  quantité  est  elie-même  indéterminée;  mais  cela  ne 
peut  jamais  avoir  lieu  dans  l'intégrale  d'une  équation  linéaire  aux 
différences  partielles,  ou,  lorsque  cela  arrive,  il  est  toujours  possible 
de  réduire  la  quantité  enveloppée  sous  la  fonction  arbitraire  à  être 
une  fonction  déterminée;  car,  si,  dans  l'équation  qui  sert  à  déter- 
miner 0,  l'on  suppose  à  la  fonction  arbitraire  9(6)  une  valeur  quel- 
conque déterminée,  plus  une  valeur  arbitraire  infiniment  petite,  que 
je  représente  par  ïT(0),  i  étant  infiniment  petit,  on  trouvera  0  égal  à 
une  fonction  finie  et  déterminée  de  x  et  de  y^  que  j'exprime  par  tar, 
plus  à  une  valeur  infiniment  petite  et  indéterminée  dépendante  de 
iT(6);  si  l'on  substitue  présentement,  dans  l'expression  de  s,  au  lieu 
de  6  et  de  9(0),  ces  valeurs,  et  qu'on  la  réduise  dans  une  suite  ascen- 
dante par  rapport  à  <,  on  aura 

N'  étant  fonction  dea:,  j  et  de  la  fonction  arbitraire  r(cF);  cette  valeur 
de  z,  satisfaisant  à  l'équation  (K),  il  est  clair  que  tous  les  termes  ho- 
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mogëncs  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  réciproquement;  d'où  il 
est  aisé  de  conclure  que  Téquation 

5  =  N  H-  N' 

satisfait  à  l'équation  (K),  et  qu'elle  en  est  conséquemment  l'intégrale 
complète,  puisqu'elle  renferme  la  fonction  arbitraire  r(CT);  or^  la 
quantité  u  étant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  y^  ce  cas  rentre 
dans  celui  que  nous  avons  considéré  ci-dessus. 

Pour  éclaircir  le  raisonnement  précédent  par  un  exemple  fort  simple, 
considérons  l'équation  linéaire  aux  différences  partielles 


si  l'on  fait 


on  aura 


partant, 


et,  en  intégrant, 


àz àz  ^ 

dy  ~~     dx' 


dz  dz 


qzizpXf         dz=pdx -}- g  dy; 
dz=:p  dx  -{- px  dy 

z  =px  -^jp^  [dy  —  -^j; 


donc/? a:  est  fonction  dey  —  ^;  soit 


jpx  (^dy--^j=(^{y-lp); 


on  aura 

z  =  px-h(^{y  —  lp) 

etp  sera  déterminé  par  l'équation 

px  =  (^'{y—lp), 

en  sorte  que  la  quantité  y  —  Ip^  enveloppée  sous  le  signe  de  la  fonction 
arbitraire,  est  ici  indéterminée.  Pour  faire  voir  comment  on  peut  la 
réduire  à  être  déterminée,  soit 

?  (/  —  (p)  =r  —  (/^  -^■  '  rcr  —  ip)  ; 
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on  aura 

P^  =  ?'0'  —  (p)  =  i-h  iT'{y  —  lp)\ 

d'où  Ton  tire 


X  X 


en  représentant  par  V{y  —  Ip)  la  différence  de  Y{y  —  ^),  divisée  par 
d(^y  —  ^);  sur  cela,  j'observerai  en  passant  que,  dans  la  suite,  je  dési- 
gnerai ?^  par  r(0),  ^^^  par  P(0),  ^^  par  1^(0),  ....  Je  re- 

présenterai  semblablementy*rf0r(0)parr,(6),y*rf0r,(6)  par  r,(e), 
/'rfôra(ô)  par  r3(0),  ...,  et  la  même  notation  aura  lieu  pour  toutes 
les  fonctions  arj[)itraires. 
Présentement,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  i*,  on  pourra 

substituer,  dans  les  termes  multipliés  par  i,  -au  lieu  de  ^,  et  l'on  aura 


X 


P  —  ^-^ -^ '^ 

X  X 


donc 

^=:/?a:  4-9(7—//)) 
—  px-\'y  —  lp'\-  «T(/  —  Ip) 

=  14-74-  Ix  -\'  liV {y  '\-  Ix)  —  l\\  -^  iV (y  -^  lx)\ 
=  14-74-  /^4-«F(7  4-/a?); 

partant,  l'équation 

zz=i  I  -f-74-  Ix  4~r(7  4-  Ix) 


satisfait  à  celle-ci 


dz  dz 

ày  àx^ 


et,  par  conséquent,  elle  en  est  l'intégrale  complète. 

L'expression  précédente  de  z  peut  être  mise  sous  cette  forme  plUs 
simple 

z  =  '^{y-\-lx)\ 

pour  voir  maintenant  d'une  manière  directe  comment  cette  expression 
de  z  coïncide  avec  celle-ci 

«=:/?a?  4-9(7  —  //?), 

QEwreê  <£?  L.  —  IX.  3 
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on  observera  que  l'équation 

pxz=^(^'(y—  Ip) 

donne 


donc 


ou 


d'où  l'on  tire 


à  cause  de 


partant, 


y  —  lp=il!L{px)\ 
y  —  Ip  -h  Ipx  =  Ipx  -4-  ll{px) 

y  -^  lx  =  Ipx  4-  ll(px)f 
px  =  T(y  -f-  Ix)  =  9' (7  —  Ip), 


y—lp  =  Tiy-{-lx), 


On  voit  donc  quey  —  Ip  eipcc  sont  fonctions  de  y  -h  Ix;  donc  z  étant 
égal  kpx  -H  <p(j  —  ^)  est  égal  à  une  fonction  quelconque  de  j  -h  la:. 
Il  suit  de  là  que  la  forme  de  l'équation  (T)  est  la  seule  dont  l'inté- 
grale de   l'équation  (K)  est  susceptible;  si   l'on  fait  présentement 

=  *V,  on  aura 


dx 


fydx^(e)  =  ^y^,{d)-f^dx^,(6); 

en  faisant  pareillement  —tq-  =  *V,  on  aura 

dx 

et  ainsi  de  suite;  on  pourra  réduire  ainsi  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (T)  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  à '^(0),'|«(ô)»  'Ij(û).  ...» 
et  l'on  aura  pour  z  une  suite  de  cette  forme 

5  :rr  N -H  A +(0) -f- A' ij^,  (0) -f- A' ^^,(5) -h . . .  ; 

si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  l'équation 

dx         ay 
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on  aura 


—  ^ 


■+■ 


,  ,û, r^A'       aA'     g.,     ,,/ae       <?ô\-i 


La  fonction  ^(6)  étant  arbitraire,  il  est  clair  qu'il  n'existe  aucune  rela- 
tion entre  4''(^)»  4'(^)»  ^i  (^)»  •  •  •  »  ^"^  sorte  que,  dans  l'équation  précé- 
dente, les  coefficients  de  ces  quantités  doivent  être  séparément  égaux 
à  zéro;  on  aura  donc 


o  — 

dx 

d^ 

ày 

^-6N^ 

o 

dO 
dx 

àB 

ày 

• 

o 

dx 

dk 
ày 

+  6  A, 

0  — 

•     •     • 

dk' 
dx 

•      •      •      •      < 

dk' 

ày 

+  6  A', 

On  peut  satisfaire  à  toutes  ces  équations,  excepté  aux  trois  premières, 
en  faisant  A'  =  o,  A"=  o,  . . . ,  et  l'on  aura 

ày  ày 

â^        àe_ 

dx  dy 

dA         àA      ^. 
ox  oy 


Il  suffit  de  trouver  pour  N,  0  et  A  des  valeurs  particulières  qui  satis- 
fassent à  ces  trois  équations  :  on  aura  ainsi,  pour  l'intégrale  complète 
de  l'équation  (K), 
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or  cette  forme  est  précisément  la  mémo  que  celle  à  laquelle  nous 
sommes  arrivés  précédemment. 

On  peut  observer  ici  que  les  fonctions  arbitraires  sont  à  peu  près, 
dans  les  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles,  ce  que  sont 
les  constantes  arbitraires  dans  les  intégrales  des  équations  aux  difle- 
rences  ordinaires;  or  on  sait  que  ces  constantes  y  sont  sous  une  forme 
linéaire  lorsque  Téquation  est  linéaire,  et  il  est  facile  de  s'en  assurer  a 
priori pSiT  un  raisonnement  analogue  au  précédent;  car,  si  Ton  consi- 
dère l'équation 

àz  - 

a  et  T  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  son  intégrale  sera 

5  =  M, 

M  étant  fonction  de  x  et  d'une  constante  arbitraire  G;  si  l'on  fait 
G  =  I  +  iH,  {  étant  un  coefficient  infiniment  petit  et  H  une  constante 
quelconque,  on  aura,  en  réduisant  M  dans  une  suite  ascendante  par 
rapport  à  i, 

5  :=  N  -^  «HN'-h  |-*H*N''4-. . .; 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation 

dz  rr 

tous  les  termes  homogènes  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  récipro- 
quement; on  aura  donc 


d'où  il  suit  que  Téquation 

3  =  N  4-  HN' 
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satisfait  à  l'équation  différentielle 

o=  -T — !-««  -i-T 

dx 

et  qu'elle  en  est  l'intégrale  complète,  puisqu'elle  renferme  la  constante 
arbitraire  H;  on  voit  ainsi  que  le  même  principe  qui  donne  les  con- 
stantes arbitraires  sous  une  forme  linéaire,  dans  les  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  différences  ordinaires,  donne  pareillement  les 
fonctions  arbitraires  sous  une  forme  linéaire,  dans  les  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  différences  partielles^ 

V. 

L'équation  générale  linéaire  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  est 

y»  V  à*^  à'Z         ^d*z  dz       ^dz       ^         _ 

a,  6,  Y,  S  et  T  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de^. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  en  changeant  les  va- 
riables X  et  j'  en  d'autres,  xs  et  ô,  qui  soient  fonctions  de  a?  et  de  j;  en 
regardant  conséquemment  z  comme  fonction  de  ces  nouvelles  va- 
riables, on  aura 


dz        dz  dfs   ^    dz  dO 
dx       des  dx       dO  dx 

dz        dz  drs       dz  dO 
dy       dis  dy       d9  dy 

du 
dx^ 

d^z  dm*          d*z    dfsj  d9       d*z  d9* 
'^  dm*  dx*  '  ^dm  d9  dx  dx   '   d9*  dx* 

dz  d*m       dz  d*9 
dm  dx*       d9  dx* 

d*z    _dUdmdm        à*z    (dm  d9^       dm  d9\ 
dx  dy      dm*  dx  dy       dm  d9  \dx  dy       dy  dx) 

d^d9^d9^       dz    d*m        dz    d*9 
d9*  dx  dy       dm  dxdy      d9  dxdy^ 

d*z       d*z  dm*  d*z    dm  d9       d*z  d9*        dz  d*m       dz  d*9 


dy*       dm*  dy*         dmd9  dy  dy       d9*  dy*       dm  dy*       dQ  dy*' 
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si  les  variables  gt  et  6  sont  telles  que  l'on  ait 

il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  (L)  prendra  cette  forme 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  linéaire  aux  diflerences  partielles  du 
second  ordre  est  réductible  à  cette  forme  très  simple 

^^^>  °=  itedô  -^  '"5^  +  "59  +/.  +  r, 

m,  n  et  /étant  fonctions  de  gj  et  de  0;  il  ne  s'agit  pour  cela  que  de  dé- 
terminer ct  et  0,  de 'manière  que  ces  variables  satisfassent  aux  équa- 
tions (2)  et  (3)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

or,  en  intégrant  ces  équations  par  l'article  III,  on  troiivera  pour  u  et 
pour  0  une  infinité  de  valeurs,  parmi  lesquelles  on  peut  choisir  les 
plus  simples;  de  ces  valeurs,  on  tirera  x  et  j,  en  fonctions  de  xs  et 
de  0,  et,  en  substituant  ces  expressions  de  a:  et  de  j  dans  l'équa- 
tion (V),  elle  se  transformera  dans  l'équation  (Z),  qui  a  toute  la 
généralité  de  l'équation  (L),  et  qui,  k  cause  de  la  simplicité  de  sa 
forme,  sera  l'objet  des  recherches  suivantes. 

Si  l'on  applique  maintenant  à  l'équation  (Z)  les  raisonnements  de 
l'article  IV,  on  trouvera  que  son  intégrale,  toutes  les  fois  qu'elle  est 
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possible  en  termes  finis»  est  nécessairement  réductible  k  cette  forme, 


/  «=:R-h 


a) 


A  (p(fx) -H  A' 9, (fA) -h  A>,(fx)  4-. . . 
BfCdm(^{li)  4-  B'  fÇJdw<^{[i.)  -h 

¥fGdwfïlde<^(lx)-^.., 


a^{)t)  -+-a'vj;,(v)  -+ 
bj  cdx3^{v)  -h. . . 


4- 


«p((x)  et  'j'(v)  étant  deux  fonctions  quelconques  arbitraires  et  indépen- 
dantes Tune  de  l'autre. 

Pour  déterminer  les  quantités  (i  et  v,  dont  les  fonctions  arbitraires 
sont  composées,  on  observera  que,  si  Ton  suppose  ^(v)  =  o  et  que 
l'on  réduise  l'expression  précédente  de  s  en  série,  comme  dans  l'ar- 
ticle précédent,  on  aura 

-3r=R4-S(p(|ji)-hS'9i(fx)  -h. . .; 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (Z),  on  formera  les 
suivantes  : 


_  d^R  dR 


La  seconde  équation  fait  voir  que  [x  est  fonction  de  u  sans  0,  ou  de 
ô  sans  u.  On  trouvera  la  même  chose  par  rapport  à  v;  on  peut  donc 
supposer  (f  =  or  et  (x  =  0;  si  l'on  observe  maintenant  qu'un  terme  tel 

que  rErfôç(cy)  se  peut  changer  en  9(0)  rErfô,  et  qu'ainsi  ce  terme 

est  compris  dans  celui-ci  Aç(6),  on  trouvera  que  l'expression  (X)  de  z 
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est  réductible  à  cette  forme 

z  =  R-i- A9(i!j)  4- A'9i(By)  -h A'<p,(i!J)  H-... 

-+-  BfC  9  (cy)  cfcj  -f-  B'fC  9 (bj)  ^  -h . . . 

-h  Dy*E  rfÔ  y  F  9  (cj)  cfcy  -h  D'y  E'  û^ô/F  9(cj)  £/©  -h . . . 

4-  G^H dmfl  dOfKc^ifs)  cte  -h. . . 


b  rcil{e)d9-h,,. 


VI. 


Les  recherches  précédentes  sont  fondées  sur  la  transformation  des 
variables  x  ety  dans  celles-ci,  ct  et  0;  mais  il  peut  arriver  qu'elle  soit 
impossible  dans  deux  cas  qu'il  est  nécessaire  de  discuter. 

Le  premier  a  lieu  lorsque  a  =  o  et  6  =  o;  l'équation  (L)  de  l'article 
précédent  devient  dans  ce  cas 

et  l'on  a 

-^—  =0        et        ^-  =10, 
oa:  ox 

ce  qui  indique  que  cj  et  0  sont  fonctions  de  y  seul,  en  sorte  qu'il  n'est 
pas  possible  alors  d'avoir  x  en  fonction  de  u  et  de  0. 
Le  second  cas  a  lieu  lorsque  6  =  {  a^  ;  on  a  dans  ce  cas 

dx  ^    ôy  dx  *     dy^ 

partant,  t?  est  fonction  de  0;  les  deux  variables  cj  et  0  ne  sont  donc 
point  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et,  puisque  x  et  j  sont  indépen- 
dants l'un  de  l'autre,  ils  ne  peuvent  être  donnés  chacun  par  une  fonc- 
tion de  xs  et  de  6.  Supposons  conséquemment  que,  dans  l'équation  (L) 
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de  rarticie  précédent,  on  laisse  subsister  j,  et  que  Ton  détermine  n  de 
manière  qu'il  satisfasse  à  l'équation 


&G5  j       dfS 

dx  ~      *     dv  ' 


on  aura  x  en  fonction  de  xs  et  dej,  et,  si  Ton  considère  z  comme  fonc- 
tion de  17  et  de  j,  on  aura 

ds  dz  dfss 

dx       dxs  dx 

as  âz  dm      f^^Y 

dy  ~'  dfsôy       \dyj  ' 

i-^)   étant  le  coefScient  de  rfj,  dans  la  différence  de  s,  considéré 
comme  fonction  de  ct  et  dey;  on  aura  ensuite 

d^z      d*z  doj*       dz  d^in 

dx^  dus*  dx*       dm  dx*  ' 

d*z         d*z  dxa  dxa       (  d*z    \^ chs       dz    d*v3 

4-  -^- 


/  d*z    ydm 
\dfsdy)  dx 


dxdy      dm*  dx  dy       \dmdyj  dx      dm  dxdy 

d*z      _d^  dm*       fd*zV      dz  d*m 
dy*      ~  dm 


g  dm*       fà^zV      dz^d^         /   d*z  V  dm 
*  dy*       \dy*J       dm  dy*         \dmdy)  dy 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (L)  de  l'article  précédent, 
et  que  Ton  considère  que  6  =  ja*  ^''^^•"i^  T~»  ^^  trouvera  faci- 
lement qu'elle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

ainsi  les  deux  cas  que  nous  discutons  ici  conduisent  l'un  et  l'autre  à 
une  équation  aux  différences  partielles  de  cette  forme 

/Tix  à*z         dz       ydz       ^        -, 

(H)  °=5^-^ydï+*J^-^«^-^T; 

or  on  prouvera  comme  ci-dessus  que,  si  l'intégrale  de  cette  équation 
est  possible  en  termes  finis,  que  l'on  suppose  une  des  fonctions  arbi- 

ÙRMivrts  de  L.  —  IX.  4 
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traires  nulle,  et  que  Ton  représente  par  9([i)  Tautre  fonction  arbi- 
traire, on  aura  au  moins  par  une  suite  infinie 

j  =  R  -H  A  9(fjL)  H-  A'  9i{fx)  H-  A^  <p,(|ji)  -h . . .  ; 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  Téquation  précédente,  on  for- 
mera les  suivantes  : 

d'R        ôR      .JR      .„      « 

ô\  au  .  ÔUL      \  .  ôa 

2  -   !—    ^  y  \  —L 1-  0  A  — ^ 

O.v  dx      '  ^  dx        ^   dy 


dx^  dx*  J 


La  deuxième  de  ces  équations  donne  ^  =  o;  partant,  (a  est  fonction 

de  y  seul;  la  troisième  donne  SA—  =  o;  donc,  si  8  n'est  pas  nul,  on 

a  ^  =  o,  en  sorte  que  [jl  n'est  point  fonction  de  y;  ainsi  (jl  n'étant 

fonction  ni  de  x,  ni  de  j^,  est  nécessairement  constant;  d'où  il  résulte 
que  l'intégrale  complète  de  l'équation  (H)  est  impossible,  excepté 
dans  le  cas  de  S  =  o,  ce  qui  réduit  cette  équation  (H)  à  une  équation 
aux  différences  ordinaires  entre  s  et  x,  dont  l'intégrale  renfermera 
deux  constantes  arbitraires  qui  seront  fonctions  quelconques  de  y. 

Il  est  d'autant  plus  remarquable  que  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (H)  soit  impossible,  même  par  une  suite  infinie,  dans  le  cas  où  S 
n'est  pas  nul,  que  cette  équation  est  susceptible,  au  moins  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  d'une  infinité  d'intégrales  particulières.  Pour 
en  donner  un  exemple  fort  simple,  supposons  y»  S  et  6  constants,  et 
T  =  G.  Si  Ton  fait  z  ='Ae^^'^"^9  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité,  l'équation  (H)  donnera 


m 


'H-y/?H-(î/î4-6  =  o; 
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partantt 

m' 4- y  m -h  6  .    mx-y 3 

n=: 1^ et         zz=Xe  ^        ; 

l'équation  (H)  étant  linéaire,  il  est  clair  que  l'on  peut  supposer 

w«+-Ym-»-S                                  m;-t-Ym,-»-6 
mx-y V 'n^x-y g 

5  =  Ae  ^        -f-Ai^  ^         -+-..., 

A,  m,  Â(,  //{f,  .. .  étant  des  quantités  constantes  quelconques.  Il  y  a 
plus;  si  l'on  fait  //i  =  a  -+-  ib,  on  aura,  en  réduisant  en  séries, 

I -h  *6    [^  —  y i )  i 

mx-jr rtx-jr . ]  r 

z  =  Ae  «         zirAe  -^        (  i^è»/  aa -f-y  4- 16\*  >• 

1.2  V         "^  0 


't 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  s  dans  l'équation  (H),  il  est  clair 
que  tous  les  termes  homogènes,  par  rapport  à  i,  doivent  se  détruire 
réciproquement;  d'où  il  suit  que,  cette  équation  étant  linéaire,  on 
peut,  à  la  place  des  différentes  puissances  de  i6,  substituer  des  con- 
stantes arbitraires;  on  aura  ainsi 


I 

rt«  -♦-  Y  a  4-  6 
ax—y 


==*.      ' 


-«■[-l-K'-/^)']i' 


A,  a,  C,  C,  ...  étant  des  constantes  quelconques;  on  aura  ainsi 


ax  —  y 

5=      A  e  ^ 


[-c(.-^Hix),...] 

A,.-'-'"-'f^[.  +  d(x -;,HÎ!fi) +. . .] 


aî-+-Y/i,-t-6 


-+- 


On  voit  ainsi  que  l'équation  (H)  est  susceptible  d'une  infinité  d'in- 
tégrales particulières,  sans  pouvoir  l'être  d'une  intégrale  complète. 
J'observerai,  en  passant,  que  la  méthode  précédente  donne  un 


28       RECHERCHES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL 

moyen  extrêmement  simple  d'avoir  une  infinité  d'intégrales  particu- 
liëres  des  équations  aux  différences  partielles  linéaires,  d'une  manière 
plus  étendue  que  par  les  procédés  connus;  mais,  mon  objet  étant  ici 
de  déterminer  les  intégrales  complètes  de  ces  équations,  lorsqu'elles 
en  sont  susceptibles,  je  remets  à  m'occuper  dans  un  autre  Mémoire 
de  la  recherche  des  intégrales  particulières. 

VII. 

Je  reprends  maintenant  Téquation 

dont  l'intégrale  est,  comme  on  l'a  vu, 

5=:R-h  A  9(bj)  -h  A'(pi(cj)  4- A'(p,(Œr)  -h. . . 

-h  By C dm(f{m)  -h  B'  fC  cfej  (p(TSj)  -+- . . . 
-hï>fEdef¥dm<f{m)-^.,. 


-havj;(0)H-.. . 


Je  suppose,  pour  simplifier,  l'une  des  fonctions  arbitraires,  par 
exemple  ^(0),  nulle,  et  que  l'expression  de  2,  considérée  par  rapport 

y'» 

à  la  seule  fonction  arbitraire  ?(cy),  ne  renferme  point  le  signe  /,  en 
sorte  que  Ton  ait 

5  =  R4- A(p(«ïT)  4- A'9i(t!t)  4- A''9,(gt)  4- 

Comme  je  démontrerai  ci-après  que  ce  cas  embrasse  tous  ceux  dans 
lesquels  l'intégrale  de  l'équation  (Z)  est  possible  en  termes  finis,  il 
est  très  important  d'avoir  une  méthode  pour  l'intégrer;  j'ose  me  flatter 
que  la  suivante  mérite,  par  sa  simplicité,  l'attention  des  géomètres. 

Si  l'on  fait  d'abord  T  =  o,  on  aura 

d^z  dz  dz       , 

CrCJ  (77  QVS  (7C7 
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dont  rintégrale  sera 

5  =  A<p(iïj)4- A'9i(ïïj)-4- A'9i(ro)  H- 

Si  l'expression  de  z  ne  renferme  qu'un  seul  terme,  en  sorte  que  Ton 
ait  z  =  A<f(xs)f  en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  Téquation  diffé- 
rentielle, et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefBcients  de  fX^)  ^^ 
de  9(c7),  on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

c^A         . 

o=_4-/nA, 


Si  Ton  fait 


on  aura 


mais  l'équation 


d«A  d\        d\      ,, 


tw      àz 
z^^i=.  -tq  4-m^, 


-«<»=  ^-^  4- mAJ  9(01)  =  o; 


d^z  dz  dz       , 


peut  être  mise  sous  cette  forme 


0=: 
OU 


K^  -^  ""y  (dz^        \  (,       dm  \ 


dm 

5<*)=  O,  on  a 

àïïs 

nm; 

nmj; 


et  c'est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l'on  ait 

-  =  A(p(l5j), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  que  l'expression  de  z  ne  renferme 
qu'un  seul  terme. 
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Si  l'expression  de  z  renferme  deux  termes,  en  sorte  que  l'on  ait 

en  substituant  cette  valeur  de  s  dans  Téquation  difTérentielle,  on  aura 
les  trois  suivantes 

dA         . 

c^*A  d\  àk        ,^      dk' 

''^d^dê'^'^d^  -^^ô   +/A-^-^+mA', 

d^k'  dk'         dk'      ,,, 


si  l'on  tait 


on  aura 


5(*)=  (^  H-  mkj  9(ts)  4^  (-j^-  -f-  mk'j  <pi(GJ)  =  (-^  -\-  mk'j  9,(cj), 

en  sorte  que  l'expression  de  5^*^  ne  renfermera  qu'un  seul  terme;  pYé- 

sentement,  l'équation 

d^z  dz         ds      , 

dmdO  dis         dO 

peut  être  mise,  comme  on  l'a  vu,  sous  cette  forme 

nmj. 

Soit 


on  aura 


o 

dz('^ 
dis 

-h  n 

5(«)4- 

<'- 

dm 
.  dw 

l^-- 

=  /- 

dm 
dm 

• 

o: 

I 

dz('^ 

dU5 

n 

F 

:'"+s; 

en  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  0,  on  aura 

dji  /  dn  dix  \ 

_  1  d*z(')        de   dz^^f       ndz^        (i)(  _^  _-    ^)       ^ 


AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES.  31 

si  Ton  ajoute  k  cette  dernière  équation  la  précédente  multipliée  par  m, 
on  aura,  a  cause  de  ^  -h  mz  =  z^*\ 


0  = 


■^ -d^y"  - -y  J-^  "-de- ^'''V-"T'^àë -'-'"'' 


dwâd         dfs 

Soient 


)■ 


âÔ  ...  ,  âO         dn       ,.,, 


on  aura 


On  vient  de  voir  que  l'expression  de  5^*^  ne  renferme  qu'un  seul 
terme,  et  par  ce  qui  précède  l'équation  de  condition  pour  que  cela  ait 
lieu  est 

c'est  aussi  l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que  l'expression 
de  z  renferme  deux  termes. 

Si  l'expression  de  z  renferme  trois  termes,  en  sorte  que  l'on  ait 

en  substituant  au  lieu  de  z  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle, 
on  aura  les  suivantes 


en  faisant  z^*^=  ■:^  -\-  mz,  on  aura 

ad 


-^*^=(-^  -f-mAj(p(Bj)  4-(^  -^^^'J9i{^)-^(^  4-mA')9,(cj) 


dk 
dO 

+  m 

-*) 

?(ro) 

[dk' 

^\de 

4- m  A' 

d\' 

d9 

-h/n 

-) 

<P,(bt) 

(dk' 

^Xde 

+  mk' 

~\'dë^'"^r'^'°^^.\dë  +''»A'J9,(Bî). 
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en  sorte  que  l'expression  de  z^*^  dans  Féquation  (Z')  ne  renferme  que 
deux  termes;  or,  nous  avons  vu  ci-dessus  que,  pour  que  Texpression 
de  z  ne  renferme  que  deux  termes,  on  doit  avoir  Téquation  de  condi- 
tion 

donc,  si  Ton  change  dans  cette  équation  m  en  m ,  et  /  en 

fjL  -+-  wm  —  n h  ^>  on  aura  l'équation  de  condition  pour  que  l'ex- 
pression de  z^*^  ne  renferme  que  deux  termes  et,  par  conséquent,  pour 
que  l'expression  de  z  en  renferme  trois. 
Pareillement,  si,  dans  cette  nouvelle  équation,  on  change  m  en 

n ,  et  /en  (jl  -+-  mn  —  n h  ^>  on  aura  l'équation  de  con- 
dition pour  que  z  renferme  quatre  termes,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte 
qu'on  aura  facilement,  par  ce  moyen,  l'équation  de  condition  néces- 
saire pour  que  z  renferme  un  nombre  quelconque  de  termes. 

De  là,  je  tire  un  moyen  très  simple  d'avoir  la  valeur  complète  de  z. 

Soit 


l'équation 


d^z  dz         dz      , 


donnera 


c^^t*) 


dxs 


f-  /iJ5^*ï  -h  5  (  /  —  ^  —  nm  I  ; 


d'où,  en  faisant 


fx  iz:  /  —  -r—  —  nm,         mf*>  =  m 


et 

Et 

itfï  à6        dn 
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on  tirera 


Soit 


OTiJ  (77  (7CJ  OQ 


dtn 


ot  l'on  aura 
d'où,  en  faisant 


diar  '  ut*) 


et 


dfx^» 


) 


on  tirera 


Soit 


f*       -T-/*/f»  -r-  ^g  > 


(/7 


et  l'on  aura 


d'où,  en  faisant 


dfX 


(t) 


^(«)zr:  /(«)--  ^!^  _  ^;w(«),  ;w(l)^  rn^t) ^ 

dus  |ui<*> 

et 

on  tirera 
En  continuant  ainsi,  on  aura 


O  =1 
CKuvret  de  L,  —  IX. 
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d'où  l'on  tirera 

on  aura  ensuite,  en  faisant  5'''^=  -^^ h //i'^^*^5^''"''\ 


ôz"'^ 


Maintenant,  puisque  l'expression  de  z^  considérée  par  rapport  k  la 
fonction  arbitraire  f (ci),  se  termine,  on  peut  supposer,  en  n'ayant 
égard  qu'à  cette  seule  fonction,  5^'^=  o;  partant. 


donc 


d'où  l'on  tire 

'^(0)  étant  une  fonction  quelconque  arbitraire  de  0;  ensuite  Téquation 

donne 

ayant  ainsi  c^''"*^  on  aura  s^''"^^  au  moyen  de  l'équation 


âz^''-^^ 

tAGJ 


ce  qui  donne 


^.  +„.(r-l) 

-.r-î)_ J?^ . 

(TtiJ 


on  aura  pareillement 


-.ir-3,  _- 

CTGJ 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à  z;  l'expression  de  z  que  l'on  trouvera  de  celte 
manière,  renfermant  les  deux  constantes  arbitraires  ^(cj)  et  9(6),  sera 
complète. 

J'observerai  ici  que,  si  les  coefficients  /,  /i,  m  étaient  constants,  on 
aurait 

d'oïl  il  est  facile  de  conclure  que  l'on  aura  généralement 
l'équation  de  condition  trouvée  ci-dessus  donnera,  dans  ce  cas, 

O  =r  /  —  /l/li, 

et  comme  on  a  la  même  équation,  en  considérant  la  fonction  arbitraire 
4'(0),  puisqu'il  suffit  alors  de  changer  n  en  m,  et  réciproquement,  il  en 
résulte  que,  si  cette  équation  n'est  pas  satisfaite,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion proposée  est  impossible  en  termes  finis,  comme  on  le  démontrera 
ci-après. 

Je  suppose  maintenant  que,  dans  l'équation 

d^z  dz         dz      ,       „, 

T  ne  soit  pas  nul,  on  fera  comme  ci-dessus 


10      àz 

et  l'on 

aura 

O  — 

dm 

,,,         /-      dm 
\        àm 

soit 

,      dm 

donc 

0  : 

^—  4-  -5<'!4-s  +  -; 

si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  0,  que  l'on  ajoute  k  cette 
équation  ainsi  différentiée  l'équation  elle-même  multipliée  par  /w,  et 


36       RECHERCHES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL 

que  Ton  fasse 

dix 

^  m 

m =  m<*% 

dii 

/<>)  =  [X  4-  mn  -^  -^  —  ^ ' 


on  aura 


dfaâd  dus  oQ 


on  fera  ensuite 


et  l'on  aura 


C^Z^î) 


dfs 


d'où  l'on  tirera,  par  la  méthode  précédente,  l'équation 

on  continuant  d'opérer  ainsi,  on  parviendra  aux  équations  suivantes 

àrn  \  ôxn  J 

à*z<''-^  âz^''-^'  âz^''-^^ 

ÔTSJ  âO  dv3  ai 


âU5 


Maintenant,  puisque  l'expression  de  z  se  termine,  on  a 


âfSJ 
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donc 

d'où  l'on  tirera 

ensuite  l'équation 
donne 

ayant  ainsi  z^'""*^  on  aura  z^''"^^  au  moyen  de  l'équation 


4.„5(r-l)^Xï'-*) 


on  aura  pareillement 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  z\  on  ferait  les  mêmes  opérations  par  rapport 
h  la  fonction  arbitraire  4'(^)»  ^'»  ^^^^^  l'expression  de  s,  la  fonction 
arbitraire  ç(ct)  était  enveloppée  sous  le  signe  J,  la  fonction  *|(6)  ne 
l'étant  pas. 

VIII. 

La  méthode  précédente  suppose  l'intégration  des  équations  aux  dif- 
férences partielles 

ou,  ce  qui,  par  l'article  IH,  revient  au  même,  elle  suppose  Fintégration 
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des  équations  aux  différences  ordinaires 

(1)  o  ^ dy  -  ^^(1  a  -  v/{  «'-'6), 

( 5 )  o  =  dy  ~  dx{\  a  -h  v  |-  «*  —  6 ). 

Klle  suppose  de  plus  que,  ayant  n  ef  0  en  fonctions  de  x  et  Ae  y,  au 
moyen  de  ces  équations  intégrées,  on  en  peut  conclure  a:  et  ^  en  fonc- 
tions de  u  et  de  0;  or,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  l'une  et  Tautrc 
de  ces  suppositions  est  souvent  impossible.  Il  serait  cependant  utile  de 
pouvoir  s'assurer  alors  si  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  dif- 
férences partielles  est  possible  ou  non  en  termes  iinis;  on  s*en  assu- 
rera facilement  par  le  procédé  suivant. 
Je  reprends  l'équation  (L)  de  l'article  V 

,,  ,  ô^z  ô^z        ^d^z         dz       ^ôz      ^        ,«, 

âx*         ôx  dy         ây*      '  àx         ôy 

on  a  vu  (  même  article  )  qu'elle  pouvait  se  transformer  dans  celle-ci 
de  plus,  il  est  facile  de  voir,  par  l'article  cité  ci-dessus,  que  l'on  aura 


M- 

âuj  âO          /'àus  ÔO       drn  âO\         ^âra  âO 
dx  ôx         \dx  ôy       ôy  ôx)           ôy  ôy^ 

X  = 

ô*xs            ô*m        ^ô-^         ôrss       .  ôrsf 
ÔX*          âx  ôy         ôy*       '  âx         ây 

L  = 

ô*0            ô*0           ô*0          ôO       ^09 
ôx*          ôx  ây         ôy*       '  ôx         ây^ 

R- 

/.        et        T-T. 

L'équation 

ô*z               ôz            ôz        ,         ,„ 
ôfs  ÔO           ôfs          ôO 

donne  ensuite 

m  = 

^                   n           ^                  /          ^               M              T          '^' 

Soit  présentement  K  =  o,  l'équation  de  condition  trouvée  dans  l'ar- 
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ticle  précédent  entre  /w,  w,  /et  leurs  différences  prises  par  rapport  à  u 
et  a  0,  pour  que  la  valeur  des,  considérée  par  rapport  k  Tune  des  deux 
fonctions  arbitraires,  par  exemple  ç(nj),  se  termine  après  le  deuxième 
terme;  il  s'agit  de  savoir  si  cette  équation  a  lieu,  sans  avoir  m,  n  et  / 
en  fonctions  de  ct  et  de  6;  pour  cela,  on  substituera  dans  les  expres- 
sions précédentes  de  m,  n  et  /,  au  lieu  de  j-^  et  ^>  leurs  valeurs  que 

donnent  les  équations  (2)  et  (3);  on  aura  ainsi  /tz,  n  et  /en  fonctions 
de 

mais  Téquation  K  =  o,  renfermant  les  différences  de  m,  n  et  /,  prises 
par  rapport  à  cr  et  à  0,  il  faut  connaître  ces  différences;  supposons  con- 

séquemment  qu'il  s'agisse  d'avoir  la  valeur  de  ^;  on  différentiera 

l'expression  de  m  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  y,  ce  qui  donnera 

,  dm  .         dm  , 

dm  =  -T—  dx  -h  -^—  dv  ; 
dx  ày    ^ 

donc 

dm, dm  dx       dm  dy  ^ 

duj       dx  din       dy  dts' 

on  doit  observer  que  les  termes  tels  que 

d^rn  d^m  d^O  d^O 

dxdy^     Oy^dx      dxdy^     dy-dx 

qui  se  rencontrent  dans  les  quantités  y-  et-T->  peuvent  être  éliminés 

au  moyen  des  équations  (2)  et  (3),  ert  sorte  que  ces  quantités  seront 
réduites  à  être  fonctions  de 

à^      d^      d^m      dB^       d^O  d*0 

•"^    ^^''     dy'     dy^'      dy''     dy'     dy^     ""^     Ov^' 

mais  0  étant  supposé  constant,  on  a 

f^O    .        dO  , 
0=1  -j- dx  -\-  -T- dy 
dx  dy  '^ 
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ou 

de  , 


on  a  ensuite 


donc 


ày 


dm  d9   . 
,        dm  j        dm  ,        dm  ,        oy  dx 

^^=  5^^-^-^  d^  "^y = di^^-    d± 

ày 


dx  dv 


dm       dmdO^^dm  dbj 
dx  dy       dy  dx 

et  changeant  x  en/,  et  réciproquement,  on  aura 

dv  dx 


Om       dm  dO       dm  dS' 
dy  dx       dx  dy 


éliminant  ensuite  x~  ^t  ^  au  moyen  des  équations  (2)  et  (3),  on  aura 

dm        p       ..        1 

-T—  en  fonction  de 

om 

dm      d^      d^      dS^      d^O  d^ 

^*    ^'     dy'     dy^'     dy*'     dy'     dy^  dy*' 

on  aura  par  un  procédé  semblable  les  valeurs  de 

dm       d*m       d*m        d^m  dm  dl 

^'    àm^'    d^dê'    -W'    •••'    5^'    '••'    1^'    ••"' 
Téquation  K  ==  o  deviendra  ainsi  fonction  de 

dm      d^m  dd 

^'    ^'     d^'     d^*'     '"'     d>'     ••"' 

et  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  et  faisant  égale 

à  zéro  la  somme  de  tous  les  numérateurs,  on  aura  entre  a;,  r,  -r-» 

dy 

yv'  •••>  3-»  •••  une  équation  rationnelle  et  entière  par  rapport  aux 
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différences 

dy       dy*  ùy      dy^' 

CoDsidérons  présentement  un  terme  quelconque 

ày"  dy-V-  '"  tjy'"' 

de  cette  équation  de  condition  que  nous  nommerons  (K).  H  sera  fonc- 
tion de  X  et  de  y;  mais  les  équations  (2)  et  (3),  qui  servent  à  déter- 
miner o.et  0,  en  x  et  y,  étant  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre,  il  est  clair  qu'on  peut  changer  n  dans  une  fonction  quelconque 
arbitraire  de  a,  et  6  dans  une  fonction  arbitraire  de  0  ;  que  l'on  change 
conséquemment  o  en  <f(a),  et  6  en  <{/(0),  le  terme  H-r-^---  en  pro- 
duira un  de  cette  forme 


dyf  dy 

lequel  doit  être  séparément  égal  à  zéro,  puisque  les  fonctions  7(0)  et 
t{/(0)  sont  arbitraires;  on  aura  donc  H  =  o,  et,  puisque  xet^  sont  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  l'équation  H  —  o  sera  identique;  d'oii  il  suit 
que  l'équation  de  condition  (K)  doit  être  telle,  que  les  coefficients  de 
chaque  terme  y  soient  identiquement  égaux  à  zéro.  Si  les  intégrales 
des  équations  (4)  et  (5)  sont  possibles,  mais  qu'il  soit  impossible,  par 
les  procédés  connus,  d'en  tirer  x  cl  y  en  fonctions  dé  a  et  de  0,  on 
aura  facilement  l'expression  de  z  par  les  quadratures  des  courbes. 


Pour  éclaircir  par  un  exemple  la  méthode  de  l'article  VII,  considé- 
rons l'équation  aux  différences  partielles 
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remarquable,  qu'elle  renferme  les  lois  de  la  propagation  du  son,  en  y 
supposant  T  =  o,  et  en  déterminant  d*une  manière  particulière  les 
constantes  a^  b^c,  — 

Pour  l'intégrer,  on  changera  les  variables  x  et  v  en  d'autres  cr  et  0, 
(elles  que  Ton  ait 


7     =.    ,-(— ifn— Via*—  />)• 


ce  qui  donne 


w 


=  x(-{rt-hv/irt'— 6) 


et 


o  =  x{—  jrt  —  v/î«"—  ^)-^yy 


d'où  l'on  tire 


X  rzz        - el  Y —    ^= - ~-    _      ■  _lz - ■ 

Va» —4^  aV^a*  — TA 


on  aura  ensuite 


•T-^^\  £:(-«-^-V^'-42')4-~(-a~v^;ïr^4'0. 


(aa»—  aay/ô*—  4^—4^) 


"*^o  ^  H^^'''*'^"''^''^''^^'^"^*^' 


fis  ùz       dz 

ôy       ôxs       0^ 

<)*Z  1    â^Z  ^  /- j yj-X  (Pz 


âx  dy       2  dtn-  ^  ^  ^    ^         ùrsOO 


ù^z       ô^z  d^z         ô^z 

2^ T7.  -h 


dy^      àfsj*         dmdQ       00^' 
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partant,  si  Ton  fait,  pour  simplifier, 

2^a* — 4^  2  y/a*  —  4  ^ 

2 e  —  «c  -f-  c  \/a'  —  4^ ,  ^^  —  «c  —  c  v/a*  —  4 ^  _    / 

2(4^ -a*)  ~^'  2(4^-a«)  ■"^' 

K  T 

en  supposant  d'ailleurs  que  Ton  ait  substitué  dans  T,  au  lieu  de  x  et 
de  j,  leurs  valeurs  en  u  et  ô,  on  aura 

,  dz  ,âz 

_    d'z  ^  â^  ^  âô  K'z 

soit  encore  A'u  =  u'  et/'O  =  0',  on  aura 
on  aura  ainsi 

I  àz  fdz 

_     â^z  ^  d^'  ^  W  K'z  T 


dus' OB'   '  /'(Bj'-^ô')       h'(w'-h9')^fh'(w'-h6'y^/'h" 

Féquation  proposée  sera  donc  ainsi  réduite  k  une  équation  de  cette 
forme 

dz  dz 

a,  6,  c  étant  des  constantes  qui  ne  signifient  plus  la  même  chose  que 
précédemment.  Pour  l'intégrer,  on  fera,  suivant  la  méthode  de  l'ar- 
ticle VII, 

...      dz  az 


dQ   '  js-^r 
et  l'on  arrivera  à  une  équation  de  cette  forme 

_  d^z^^)         g(>)    dz^         6<'>    dz^         çtngt') 
^'^  dwde'^  m-hO   dm   '^xn-hO    dS    "^  (  ôTTê)»  "*"        ' 
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en  faisant  encore 

et,  continuant  d'opérer  ainsi,  on  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 
suivante 


O  = 


drsdO       xs-^e   dm        m-hO    dO         (tîj4-9)«  ' 


^(0^  ^(r)  gi^  ^(r)  étant  des  fonctions  de  r,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Soit 


et  l'on  aura 


d'où  l'on  tire 


En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  0,  et  ajoutant  à  cette 


équation  ainsi  différentiée  l'équation  elle-même  multipliée  par ^> 


on  aura,  en  observant  que 


de    ^  m-hO       ' 

C/7  CJ  -I-  7 


mais  on  a 


dxnâe    ^Ts-^9     dm     ^  m -^  9      d9      ^(^-+-6)'  ^ 

donc,  en  comparant,  on  aura 
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et 

^         -    de    ^  '^       m-^Q  ' 

l'équation  aux  différences  finies  é''-^^^  =  a!^''^  ^  2  donne»  en  l'intégrant, 

a<''^=:  2r-i- A, 

A  étant  une  constante  arbitraire;  pour  la  déterminer»  j'observe  que» 
r  étant  nul»  on  a 

donc 


l'équation 

donne 

et  l'équation 

donne 

en  intégrant»  on  a 


A=za        et        a<'*ï  =:  a  H- ar; 


^(r4-l)_  ^(D 


b^'')  =  b, 


Cir-^l)  _  ^(r)  ^  ^(r)  _^  Q{r) 


cC+D^c^r)—^^  ^_|_  2,.. 


C<''J=i:  A  -H(a  -f-  6  —  i)/-H-  /•*, 


Â  étant  une  constante  arbitraire;  or»  en  faisant  r=  o»  on  a 

donc  i 

Ar=c        et        c^'^J^zc -4- (rt  4- ^  — i)r-i- /•'. 

Pour  que  l'expression  de  z  soit  possible  en  termes  finis  et  délivrés 
du  signe  T»  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ç(ct)»  il  faut  qu'en 
supposant  T  =  o»  et  n'ayant  égard  qu'à  la  seule  fonction  arbitraire 
(p(u)»  on  ait  js^''"*"**=  o»  r  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif; 
l'équation  (a)  donnera»  dans  ce  cas» 

en  substituant  au  lieu  de  a^''^  b^''^  et  c^''^  leurs  valeurs,  on  aura 
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d'où  Ton  tire 

'À 

Si  Tune  ou  l'autre  des  valeurs  de  r  est  zéro  ou  un  nombre  entier 
positif,  la  proposée  sera  intégrable  en  termes  finis  et  débarrassés  du 
signe  /,  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  9(17);  en  changeant  a  en 
/;,  et  réciproquement  b  en  a,  dans  cette  expression  de  r,  on  aura 


a  —  //  —  I  :+:  v'(  ''  ■+"  ^  —  0*  —  4 ^ 

'À 

et  si  l'une  ou  l'autre  de  ces  expressions  de  r  est  zéro,  ou  un  nombre 
entier  positif,  la  proposée  sera  intégrable  en  termes  finis  et  délivrés 
du  signe  y  ,  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ^(0);  mais  si  aucune 
des  quatre  valeurs  de  r  n'est  zéro,  ou  un  nombre  entier  positif,  on 
sera  sûr  alors  que  l'intégrale  est  impossible  en  termes  finis,  comme 
nous  le  démontrerons  ci-apres. 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

l'équation  (œ)  donnera 

o  =  — -~  -  H -^T"); 

pour  déterminer  T^^\  on  observera  que  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 

rr(r4-l)—  ïl .     ?__1I__?  T(r). 

et  si  Ton  fait  successivement  r  r^  o,  =  1 ,  =2,  . . .,  on  aura 


X(î)—  "il 1_ 


en  continuant  ce  procédé,  on  aura  l'expression  de  T^''^;  si  l'on  intègre 
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ensuite  Téquation  précédente»  on  aura 

5('-+»)  =  (cj  4-  ô)-*  [^{0)  -/T^'-^ {us  -h  9)^ dm], 
^(0)  étant  une  fonction  arbitraire  de  0;  l'équation 


dO        xs-{-9 


donnera 


z^r)  =  (xs-h  0)-(«-^»'-)  {  9(ct)  ^fdO(w-h  0)«-^»'-^[^K0)  —fT^^^xn  -h  9)'' e/w]  j, 

(p(tj)  étant  une  fonction  arbitraire  de  u;  ayant  ainsi  2^^^,  on  aura»  par 
l'article  VIT, 

^(r.i)_  àm        m^Q 


a^  — a~-CH-(6  — a  — i)(r-— i)  —  (r  — i)* 

•(r— 1)-—  1 , 

a^  — a  —  c4-(6  — a  — i)(r  —  a)  —  (r  — a)* 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  z. 


J'ai  supposé»  article  VII,  que  l'expression  complète  de  z,  considérée 
par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des  fonctions  arbitraires  ç(o)  et  4'(ô), 
était  débarrassée  du  signe  intégral;  je  vais  présentement  discuter  les 
cas  dans  lesquels  ces  deux  fonctions  sont  nécessairement  enveloppées 
sous  ce  signe  :  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  T  =  o,  on  aura  (ar- 
ticle VU),  en  ne  considérant  que  la  seule  fonction  arbitraire  9(^7), 

5  =  Acp(cj)-l- A'(pi(Gj)-+- A^^tCcj)  -h. . . 

+  By*C 9(©)  dm  -h  WfC(^{w) e/cj  -h . . . 

-4-  D^E d9fF(^(m) cto  -h. . . 


le  suppose  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  des  termes  affectés  du  simple 
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signe  r,  on  aura 

5  =  A9(bj)  -h  A'9i(nj)  -h  A'9i(cj)  -h. . . 

-+-  B /*C  9(gj)  dx3  H-  B'^ C  9(ny)  e/©  -+-... . 

S*il  n'existe  qu'un  seul  terme  afTecté  du  signe  /\  en  sorte  que  le 
terme  B' /  C<:f(u)dn  et  les  suivants  soient  nuls,  en  substituant  au 
lieu  de  :;  cette  valeur  dans  l'équation 

,«v  ■     d^z  ôz         àz      . 

on  aura  une  équation  do  cette  forme 

/  â'h        dît       <m     ,„\  rn  ,  ,^ 

1       -(£-'b)/^v(.).. 


-hL9'(cj)  -hL'9(By) 

^B 
Si  la  quantité  ;ïz  -+•  ^B  n'est  pas  nulle,  en  faisant 

f}«B  ÔB         âB      ,„ 

4-  m  -T — h  /i  -T7-  -i-  /B 


cnîj 

L  I  ' 

**  =  dB 1'         ^'=àB  ' 

-r-  -f  /iB  3—  -h  /iB 


on  aura 


(>.)  r  j^  9(cj)  c^d  4-  K  J*C  9(cy)  dxn  =  ^  9'(o)  -f-  M' 9(nT)  -^ . . . . 

En  difTércntiant  cette  équation  par  rapport  à  ci,  on  aura 

^9(^)-+-5^/C9(cy)^/GI-^KC9(w)  =  M9^(cJ)-f-(^^-M')9'(fiJ)-+-.... 

Si  -T—  n'était  pas  nul,  il  est  clair  que   /  C^(n)dn  serait  donné  en 
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quantités  débarrassées  du  signe  y  ,  ce  qui  ne  peut  être;  donc  3=  =  o; 

partant,  K  ne  peut  être  fonction  que  de  ô;  on  peut  ainsi  le  faire  passer 
sous  le  signe  y  dans  le  terme  K  rC(f(u)du;  Téquation  (X)  devient 
alors 

f(~^  -f-  KC]  <p(gj)  dw  =  M  (p'(nj)  -h  M'<p(cj)  4-. . . . 

En  la  multipliant  par  e^^^db,  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité,  on  aura 

en  intégrant  cette  équation  par  rapport  à  0  et  faisant 
on  aura 

.    y e/KrfOC  <p (©)  c/gt  =  N  <p'(i!j)  H-  N' <p(cj)  H- . . . ; 
donc 

équation  impossible,  puisque  /  C(f{n)du  ne  peut  être,  par  hypo- 
thèse, donné  en  quantités  débarrassées  du  signe  f,  par  rapport  à  la 
fonction  arbitraire  ç(ct). 

De  là,  il  suit  que  Ton  a 

dB 


or  on  doit  avoir  en  même  temps 


-f-  /iBi=:o; 


d'B  dB         dB      ,„ 

ans  {/C7  orn  ofj 


car  autrement  l'équation  (y)  donnerait 

r^^,^^a --L(P^(iiy)~LXgT)— ... 

J  C<p(«T)^--^ï|^ ^g ^g— 7:' 

(PB  OU  am  o\i 

QEupres  de  L,  —  IX. 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu;  maintenant,  puisque  l'on  a 


o       ->-:  H-/iB 

ors . 

O    T- 

J>B            ÔB          âH 

et 

/)SR  /)R  /)R 

/B. 


il  est  clair  que  Téquation  5  =  B'j'(0)  satisfera  à  réquation  (Z),  en 
sorte  que  Texpression  de  z  sera  délivrée  dn  sifçne  / ,  en  n'ayant  égard 
qu'a  la  fonction  arbitraire  ^(0). 

Ce  théorème  important  a  également  lieu,  quel  que  soit  le  nombre* 
des  termes  affectés  du  signe  /  ;  et,  quoique  nous  n'en  ayons  considéré 
qu'un  seul,  cependant  la  démonstration  précédente  s'éfend  au  cas 
d'un  nombre  indéfini  de  termes  semblables;  mais,  comme  elle  exige 
pour  cela  quelques  artifices  d'analyse  assez  délicats,  je  vais  l'appli- 
quer au  cas  dans  lequel  l'expression  de  z  renferme  deux  termes  néces- 
sairement affectés  du  signe  /,  par  rapport  à  la  fonction  art)itraire9(i7). 

XI. 
On  aura  pour  lors 

5  =  A<p(cj)-4- A'(pi(iij)-4- A'9,(Gi)-f-.  ..+  B^*C9(Bj)rfsy4-B'  j  C'f{vs)dm; 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation 

,«v  â*z  âz         dz       . 

on  aura  une  équation  de  cette  forme 

-hL(p'(«y)-^L'?(cï)  -i-L'(p,(Bj)-^. . .; 
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or  il  peut  arriver  plusieurs  cas  que  nous  allons  discuter  séparé- 
ment : 

1°  Les  deux  équations 

o=  -^—  -+-  nB\ 
oxs 

peuvent  avoir  lieu  en  même  temps;  il  est  visible  qu'alors  Téquation 
z  =  B'^(O)  satisfait  à  Téquation  (Z),  et  qu'ainsi  l'intégrale  de  cette 
dernière  équation,  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire 
1(0),  est  délivrée  du  signe  j  . 
2**  L'équation 

(ns 

ayant  lieu,  il  peut  arriver  que  celle-ci 

» 

n'ait  point  lieu;  dans  ce  cas,  l'équation  (F)  donnera  pour  lC(f(u)du 
une  expression  de  cette  forme 


I C 9(cy) dw  =  Q  fc<f  (e) dm 


^ <p (gj) ûfBJ-h  M 9'{By) -4- M'9(Gy)  H- . . .; 


Texpression  de  s  peut  être  ainsi  mise  sous  cette  forme 


/  5  =  A9'(cj)-f- A'<p(©)-hA'9i(iîy)H-... 
I  -f-  H  Te 9(cj)  c/oj  4-  H'  r ^ 9 (Gj) dm. 


W  {  „  r^  .  .  ,      ^.  rdc 


3**  L'équation 


o  —  -r-  -H  nB' 
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peut  ne  pas  avoir  lieu;  en  supposant  dans  ce  cas 

â^n'  ôB'        ôB'      ,„, 


on  aura 


-3--  -h  nB' 

(PB 

d^B  dB         dB       ,^ 

^,_  âwdO  &G3  du 

^'  OB'-       ,,, 


K'- 

dB         „ 

Jb'       „/ 

-rr  -f-  /iB' 

(HD 

M  = 

L 
âB'         „/ 

M'= 

•      •      •      •      < 

V 

-r—   -f-  /iB' 

^^'^  j  -f-  K'  Te  9 (w)  ^  -f-  K'  r  ^  9(!ij)  c/cT 

(      =  M 9'(bj)  -4-  M'9(cj)  H-  M''  9i (w)  -^ . . .  ; 

en  différentiant  par  rapport  à  u,  on  aura 

9(gj)-+-  -r—  /  C (^(xa)  dxn  -h  KC Q(f3)  "+-  -rr  /  C9{iij)rfcT 


^ 

dd 


=  M  9'(bj)  +  (^  H-  M')  9'(ra)  +  •  •  •  • 


Si  ^  n'est  pas  nul,  on  aura  une  valeur  de  /  (^  9(0)^0,  qui,  substî 
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tuée  dans  l'expression  de  s,  la  rendra  de  cette  forme 

5  z=  A  9'(nT)  -h  A'  <p'(ro)  -+-  A'  cp(Tïj)  +  A^  cp, (xs) 


-4-H  /  Cf{w)dn3-hll'  I  ^<p(w)^ct; 

si  Ton  a  :r-  =  o,  K  sera  fonction  de  u  sans  6;  or,  si  dans  ce  cas  -r--  et 

-^  ne  sont  pas  nuls,  Téquation  (X')  sera  de  forme  analogue  à  celle 

de  l'équation  (X)  de  l'article  précédent;  ainsi,  en  y  appliquant  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  fait  dans  le  même  article  sur  l'équation  (X), 
on  prouvera  que  J  C  (f  (u)  dzs  peut  être  débarrassé  du  signe  /,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse;  K,  K'  et  K"  doivent  donc  être  fonctions  de  6 
seul  ;  on  aura,  cela  posé. 

En  multipliant  cette  équation  par  e^'^rfô,  on  aura 

rf^  ^KC''\eS^^<p{w)dmdd 

et,  en  intégrant  par  rapport  à  0,  on  a 

Cc'ef^^(f{m)  dm  -\-  ffira)  dm  fK'Cef^^dO 

-^f<p(m)K'CeS^<^dm'-j\(m)dmfc^ef^<^de 


Soit 


—  Q^'(m)fyLeS^^dQ-^...     (»). 
Y,'ei^^^^eS^<^^\         et         /^-*C. 


(  *  )  Il  faudrait  ajouter  au  premier  membre  de  cette  équation  le  terme 
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on  aura 


r  - 1  î^'^ 


et 


Ç<f{m)dfal/i'CeS^'^—Vii'-eS^'^f^<f{vs)dm, 


parce  que  IK"*?'"''*,  é(ant  fonction  do  0  spiil,  peut  être  mis  hors  du 
;  partant 

-  ru:9(ni)^w--IK''e/«^  r^-9(nT)rf©4-9'(i!j)  TMe/^^rfô -h  . . . 
/C'o(^)./b-3.-V ._. -^^^.^  ^ 

On  a  ensuite 

yCrfm  =  iy^rf=,; 

substituant  ces  quantités  dans  l'expression  précédente  de  5,  elle  pren- 
dra la  forme  que  donne  l'équation  (p.'),  et  coinine  cette  forme  ren- 
ferme celle  que  donne  l'équation  ((x),  il  en  résulte  généralement  que 
l'expression  de  z  est  débarrassée  du  signe  /  ,  par  rapport  à  la  fonction 
arbitraire  ^(0),  ou  que,  si  cela  n'est  pas,  elle  est  de  la  forme  suivante» 
par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ç(cj), 

5  r=  A  (^'{m)  -h  A'  9'(cj)  -h  A''  9(cj)  4-  A"'  9,(0)  -h. . . 
4- H  Te  9  (  CT  )  t/cT -+.  H  '  r  ^  9  (  w  )  tfe . 

Cette  valeur  de  z  substituée  dans  l'équation  (Z)  produira  une  équa- 
tion de  cette  forme 

:=  L  o'(ot)  +  L'  ?'(!»)  +  L'  9'(lij)  H-  .  .  . . 
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Supposons  d'abord  que  la  quantité  -c-  -hnW  ne  soit  pas  nulle;  en 
faisant 


■+-  m  -T h  n  -TTT  H-  *  H'  -f-  ^: h  /i  H 


K 


ÔTB  dS  àtn  âO  dm 

ans 
-h  m  -T h  n  -TTr  H-  In. 


9 


«; dfs  dB  dto  dO 

dis 


M  = 


nïl' 


dfs 


on  aura 


z=  M  (p'^Cw) -h  M>''(By)  4- . . .  ; 

en  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  vs,  on  aura 
d^C    ,    ,      dK  rdC    ,    ,  . 

+  K  ^  <P(ct) -t- ^'  Te  9(bj)  dte -4- K'C  9(w)  =  M  9'^(w) -h . . . . 

Si  -Tj-  nVst  pas  nul^  on  aura  /  -^9(^)^17  par  une  équation  de  cette 
forme 

et  l'expression  de  z  sera  amsi  réduite  à  ne  renfermer  plus  qu'un  seul 
terme  affecté  du  signe  / ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Si,  -r—  étant  nul,  -^  ne  l'était  pas,  on  aurait  /  Cç(cT)rfar  en  termes 

délivrés  du  signe  y ,  ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse;  donc  on  a 

dYi  .        dK' 

3~=o         et        icr=o; 
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partant,  K  ot  K'  sont  fonctions  de  0  seul;  on  aura  ainsi 

En  multipliant  cette  équation  par  [x^O,  [x  étant  fonction  de  0  seul,  on 
aura 

or  il  est  toujours  possible,  comme  Ton  sait,  de  prendre  tu  tel  quo 

soit  une  différentielle  exacte  et  égale  ^  ^(  f^^z  4-  aC  j,  a  étant  fonction 

de  0  seul;  il  suffît  pour  cela  de  déterminer  (x  et  a,  de  manière  que  l'on 
ait 

si  Ton  intégre  Téquation  (X")  par  rapport  à  0,  on  aura 

donc 

l'expression  de  z  se  trouvera  donc  ainsi  réduite  à  ne  renfermer  qu'un 
seul  terme  affecté  du  signe  / ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 


dW        „, 


on  aura  pareillement 


et 


d'H'  dW        dH'      ,„,     dll 


à- H  <)H         dU       ,„ 
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car  il  est  visible  que,  si  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  n'avait  pas 
lieu,  on  pourrait,  à  l'aide  de  l'équation  (G),  réduire  la  valeur  de  2  à  ne 
renfermer  qu'un  seul  terme  affecté  du  signe  /,  ce  qui  ne  se  peut. 
Présentement,  si  l'on  a  les  trois  équations 

dH'        ,,, 

0=-. \-n  H', 

ans 

a' H  dH         dH      ,„ 

*^=d^  +  '"d^-^''d5--^'"' 
il  ost  clair  que  Téquation 

satisfera  à  Téquation  (Z);  donc,  toutes  les  fois  que  l'intégrale  de 
l'équation  (Z),  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ç(ny), 
est  susceptible  de  cette  forme 

son  intégrale  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  '|(0)  est 
susceptible  de  cette  forme* 

elle  est  ainsi  délivrée  du  signe  / . 

En  suivant  ce  raisonnement,  on  prouvera  généralement  que  si  l'ex- 
pression de  5,  considérée  par  rapport  à  ç(ct),  est  de  cette  forme 

5  =  A  cp  (cj)  -4-  A'  9'(tïj)  -h ...  H-  By* G  <p  (xa)  dxnT 

-H  B'y* C  9(gj)  cfcj  -4-  B'^ C^  9  (cj)  ete  -f- . . . , 

cette  même  expression,  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire 
4» (6),  est  de  la  forme  suivante  : 


• .  •  % 


5  =  H  tj;(Ô) -t- H' 4;, (9)  +  H' <}*,(9) 

OEurret  dt  L.  —  IX.  S 
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XII. 

Le  raisonnement  précodent  peut  s'appliquer  encore  au  cas  où  l'ex- 
pression (le  z  renferme  des  termes  nécessairement  affectés  du  doubla 
signe  /  /,  par  rapport  aux  deux  fonctions  arbitraires  ^{rs)  et  '^KÔ)  : 
pour  le  faire  voir  d'une  manière  fort  simple,  ne  considérons  que  la 
seule  fonction  arbitraire  ?(tj),  en  sorte  que  l'on  ait 

5  =  A  9(iîj)  -h  A'9i(cj)  4-  A*'9i(bj)  -h  . . . 

-h  D/E dOf¥o{xs)  dxs  -+-  I)'/E'  dO  fv  o(bj)  r/m  -h  . . . . 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  terme  affecté  du  double  signe    /  /  , 
on  aura 

z  —  A  9(Gy)  4- A'  9i(nj)  -f-. . . 


En  substituant  cette  valeur  de  :;  dans  l'équation  {T.),  on  aura  une 
équation  de  cette  forme 


(R) 


-h  II  /  L9(iiT)rfGJ-+-  H'  /  L'9(cj)r/çT-i-. . . 
-h  M  o'{x3)  -¥-  M'  9(gj)  4- 


Si  la  quantité  -tt  -+-  mD  n'est  pas  nulle,  en  faisant 


09 


„       c^w(J9  dm  dO 

K  :z= ^^ , 
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p- 
P'- 

II 

ir 

N- 

M 

dl)            ' 

on  aura 


f^^ofF  9(nj)  é/cj  -h  K  Te  de  Cf  9(e)  dxn 
=  P  /  L9(nr)c3fcj4-. .  .4- N  9'(cj) -+-. ..; 

cette  équation  différentiée  par  rapport  à  0  donne 

rF9(cT)é/GT-4-  ^  fEdS  f¥<^(w)dm-hKE  f¥(^{w)du5 
:=  ^  /L9(Gj)ûfcj4-P  /   ^  9(^)^'ST  +  ...  4- -^9'(Gy) -+-.... 

Si  -^  n'était  pas  nul,  il  est  clair  que  /  EdO  J  ¥^(n)dï3  serait  donné 

en  termes  sans  f  et  en  termes  affectés  du  simple  sijçne  /  ,  ce  qui  est 

contre  Thypothèse;  on  a  donc 

dK 


âE 
ôxs 


■5ë  =  ^' 


partant  K  est  fonction  de  a  seul  ;  on  aura,  cela  posé, 

r('^H-KE^ûf0rF9(!ij)éfe  =  P  rL9(w)^-f-...4-N9'(!iT)4-...; 
en  multipliant  cette  équation  par  e^'^'^rfu,  elle  devient 

j(^'^^E\eS^<^^dmdB  C¥(!^{m)d^ 
=  Pe^^<^^dcs  Tl  9(iiy)  dte  -4- . . .  -4-  Ne/»^«^  9'(cj)  dm -h..,; 
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on  intégrant  par  rapport  à  ny,  et  faisant 


on  a 


Donc 

/■ErfO/'F9(m)rfBT--r-j^/Ve/''^V('")^/«'+^./'L?(BT)«teH-.... 

d'où  Ton  voit  que   /  ErfO  /  Fo(rj)^/rj  ost  donné  on  lormos  afTectés  du 

-.      •  • 

simplo  signe  /,  ce  qui  ne  se  peut.  Il  résullo  do  là  que,  dans  l'équa- 
tion (R),  on  a 

o  =  V//^  -^  '«  »• 
mais  on  doit  pareillement  avoir 

Edd  I  Fo(tj)fl?CT  serait   donné  en   termes  affectés  du 
simple  signe  /  ;  présenfemeni,  si  Ton  a  les  deux  équations 

o  =:  -77;  4-  m  II 

Ou 

et 

an)  à\)  t)\)       ,.^ 

c^cT  âO  àm  ôO 


0  = 


il  est  clair  que  Téquation 

satisfera  à  l'équation  différentielle  (Z).  On  voit  donc  que  le  raisonne- 
ment de  l'article  X  s'applique  égalomoni  au  cas  dans  lequel  Pexpros- 
sion  de  z  renferme  un  terme  affecté  du  simplo  signe  /  ;  on  prouvera, 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  do  l'arlich»  XI,  que,  si  Texpres- 
sion  de  :;  renferme  deux  termes  nécossairoment  affectés  du  double 

signe  /  /,  l'équation 

5  =  D9(Gj)-+-D'9(r;T) 
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satisfera  à  Téquation  différentielle  (Z).  Et  comme  les  mêmes  raison- 
nements ont  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  affectés  du 
y-» 
,  et  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  signes  dans  chaque  terme, 

on  doit  en  conclure  généralement  que,  toutes  les  fois  que  l'intégrale 
complète  de  Téquation  (Z)  est  possible  en  termes  finis,  elle  est  néces- 
sairement débarrassée  du  signe  f,  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des 
fonctions  arbitraires  ç(cy)  ou  4'(^)  ^^  dans  ce  cas,  on  peut  toujours 
obtenir  cette  intégrale,  par  la  méthode  de  l'article  VIL  On  voit  ainsi 
que  cette  méthode  donne  généralement  les  intégrales  complètes  des 
équations  linéaires  aux  différences  partielles,  lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles en  termes  finis;  ayant  une  fois  ces  intégrales,  il  ne  peut  rester 
de  difficulté  que  dans  la  détermination  des  fonctions  arbitraires;  or 
la  méthode  de  l'article  VII  a  encore  l'avantage  de  donner  un  moyen 
très  simple  pour  cet  objet,  dans  un  cas  très  général  et  qui  paraît  être 
celui  de  presque  tous  les  problèmes  physico-mathématiques. 

XIII. 
L'équation 

étant  donnée,  son  intégrale  complète,  si  elle  en  est  susceptible,  ren- 
fermera deux  fonctions  arbitraires  çCcr)  et  'IC®)»  de  manière  que  l'une 
ou  l'autre  de  ces  fonctions  y  existera  sans  être  affectée  du  signe  /  ; 
supposons  que  ce  soit  ç(ct).  Pour  déterminer  maintenant  la  nature 
des  fonctions  çr(cy)  et  ^(6),  supposons  que  l'on  ait  les  valeurs  de  z  et 

-T^  ou  de  5  et  ^  à  l'origine  de  l'intégrale  ;  cette  origine  est  déterminée, 

ou  parce  que,  à  ce  point,  l'une  des  deux  variables  x  oxx  y  est  con- 
stante ou  nulle,  ou  parce  que  l'une  est  donnée  en  fonction  de  l'autre; 
supposons,  conséquemment,  que  Ton  ait  à  l'origine  de  l'intégrale 

7  =  J(j?),         z  —  \i{x)         et         ~=V{x). 
J(j7),  n(j?)  et  V{x)  seront  des  fonctions  connues  de  x. 
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Si  l'on  transforme  Téquation  (L)  dans  la  suivante 

il  est  clair  :  i°  que,  cr  et  0  étant  donnés  en  fonction  de  j?  et  de  y^ 
Téquation  donnée  entre  x  et  v  à  Toriginc  de  l'intégrale  en  donnera 
une  entre  nr  et  0  à  cette  origine;  2**  que  Téquation 

se  changera  dans  celle-ci 

£(0)  étant  une  fonction  connue  de  0;  on  aura  donc  à  Torigine  de  Tin- 

tégrale 

ciz=fi01\0), 

S'(  0)  étant  la  différence  de  1(0)  divisée  par  rfO;  mais  on  a 

^5    =    -7^   ^^   -1-    V-    ^^9 

et  IVm| nation  entre  n  et  0  donne 
H  étant  une  fonction  de  0;  donc 


^^'^=Hil'^''^^)=^'-^'^ 


j 

ou 

V'  que  l'équation 

-r-  =r(j:) 
Or 

se  changera  dans  celle-ci 
or  on  a 

ôz  âz  ôO        ôz  dm 

ùy  "~  db  dy       <hs  ôy  ' 
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d'ailleurs  3-  et  -r-  étant  connus  en  fonctions  de  j?  et  de  y  seront 
à  y       ày 

donnés  en  fonctions  de  0,  k  l'origine  de  l'intégrale;  soit 

ày  ày 

M  et  N  étant  fonctions  de  0,  on  aura 

au  moyen  de  cette  équation  et  de  celle-ci 

on  aura  ^  et  ^  en  fonctions  de  0,  à  l'origine  de  l'intégrale. 
Présentement,  si  l'on  suit  le  procédé  de  l'article  VU,  en  faisant 

rn     àz 
on  transformera  l'équation  (Z)  dans  celle-ci 

# 

or,  connaissant  -^  -{-mz  en  fonction  de  0,  à  l'origine  de  l'intégrale,  si 
l'on  nomme  K  cette  fonction,  on  aura 

à  cette  origine;  on  a  ensuite 

dz^^^ d^z  ôz  dm 

'W~W^'^àQ'^'''5ê'' 

ainsi,  pour  avoir  -4g-  à  l'origine  de  l'intégrale,  il  ne  s'agit  plus  que 
d'avoir  ^  à  cette  origine;  or  on  a 


1^-       à^- ^ci        à^^ 


dO~~  ôQ^  âtnàS 


'-={w-^''£hy' 
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mais,  si  Ton  nomme  P  la  valeur  do  j^t  à  Torigine  de  Tintégralr,  P  étant 
Fonction  connue  de  0,  on  aura 


donc 


l'équation  (^Z)  doniu»ra  -^\r  ^"  fonclion  de  0,  à  rorigine  de  l'inté- 

à^z 

{^rale;  on  aura  ainsi  à  ce  |)oint  la  valeur  de  -  y]j  et  parlant  aussi  colle 
de  -^  en  fonction  de  0.  L*é(|uation  5*=  K  donne 


OO 


OO 


or  on  a 

,/,'!.  ^  'Lr     ,rj  +  ~  dm  -    %-  dO  -h  II  --;-  dO; 
OO  ihi  OO  Onj 

donc 

*)K  _  Oz'^  Oz'J 

OO   ""    OO    '*"        Or;,  ' 

d'où  Ton  aura  ~-  en  fonction  de  0;  on  aura,  par  conséquent»  z'*\  -^ 

OUf  *  ■  OTJ 

et  -^x-  en  fonction  de  0,  à  Forij^ine  de  Tintéf^rale. 


Si  Ton  fait  ensuite 


-(«1-    -l\.   -.-m  «    -  1 

OO 


on  transformera  Téquation  (Z'  )  <lans  la  suivante 

OwOO  Orn  (hn 

O'i*'       Oz  *^ 
et  Ton  aura,  comme  ci-dessus,  z'^\  -, —  et  -4r-  en  fonctions  de  0  à  rori- 

gine  de  Tintégrale;  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  valeurs  do  s^^  et 


Oz''''^ 
de  ~-  c"  fonctions  de  0;  soit 
au 


-!-■::=  V(0), 
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on  a  (art.  VII) 

mais,  n  étant  donné  en  fonction  de  6,  à  l'origine  de  l'intégrale,  on  aura 
à  ce  point 

en  fonction  de  0;  soit 

on  aura 
donc 


iie)^l±^.. 


or  V,V(0)  etR  étant  des  fonctions  connues  de  0,  on  aura  la  forme  de  la 
fonction  arbitraire  'j'(^)- 

Pour  avoir  celle  de  la  fonction  arbitraire  ç(nj),  on  observera  que 
l'on  a 

or  on  a,  à  l'origine  de  l'intégrale,  s^*""*^  en  fonction  de  0,  et  à  cause 
de  la  relation  qui  existe  à  ce  point,  entre  cr  et  0,  on  aura  5^'^"*^  en 
fonction  de  cr;  on  aura  pareillement 

en  fonctions  de  u;  nommons  donc  Q  la  première  de  ces  quantités,  —  S 
la  seconde,  et  faisons  z^''-^^^  F,  nous  aurons 

F  =  Q9(iîj)-S; 

donc 

/    X       F^S 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  connaîtra  9(ry). 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode,  considérons  l'équation 

ORuvres  de  L.  —  IX.  9 
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aux  difierenccs  partielles 


(V) 


d^z  a       àz  h      dz 


r     '<-A  y 


âfBsdè       CT  -h  6  dcT       m-^  0  de 


laquelle  est  in(é(^rable  (art.  IX)  si  Tune  des  quatre  valeurs  suivantes 
de  r, 

r  t:=l  h  —  I,         r  m: — r/,         rr^a  — i,         r  r= — A, 

est  un  nombre  entier  positif.  Soit  a-    —  i,  et  Ton  aura  (art.   IX) 
r=  i;  mais  on  a,  par  le  même  article, 


0=   -T h 


dm        X3  -H 
ce  qui  donne,  en  intégrant, 

on  aura  ensuite  (même  article) 

<- 1 8  )  — _L_ -  (  n  . 

"      -   dO    ^ro  +  O       ' 
d'où  l'on  tire,  on  intégrant, 

,(•>==  j^[9(B,)+/(on- 9)'-'- .j/(())rf9]; 
on  a  enfin 

Pour  déterminer  présentement  les  fonctions  arbitraires   9(ct)  et 
'1(0),  supposons  que,  à  l'origine  de  l'intégrale,  on  ait 

on  aura,  à  cette  origine, 

dz  ^=1  cos0d6=:  -tt!  ^^-^-   i^  dm; 
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partant, 

^       sitïO       dz 

ce  qui  donne 

dz            ^      sxïiB 
3--  =  COS0 pr-; 

on  a  donc  ainsi,  à  l*origine  de  l'intégrale, 

.    ^  dz       sinô  dz  ^      sinô 

5  =  sin0,         -ïz  =  — fl->         ^-  =  0080 J-' 

âO        2U  oxs  ih 

On  a  ensuite  (art.  IX),  dans  le  cas  présent, 

,^^       dz  z  .  ...       dz('^  5<«) 


d'où  Ton  tire,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

5n)=:o   -    et        z(v=^^; 

dd 

or  on  a 

dz 

<fz^^)  __  d^z  de  z 

âS     "W         BJ-hÔ"^  (CT4-^)*' 

ce  qui  donne,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

dz^_d^^ 
dS    ""  de*  ' 

ainsi,  pour  avoir  -^  et,  par  conséquent,  z^^^  à  l'origine  de  l'intégrale, 

d^z 

il  ne  s'agit  que  de  connaître  à  ce  point  la  valeur  de  ^^r*  ^^^^  ^^1^»  ^^ 
observera  que 

,dz       d^z  ^^  ,      d^z    ^_       d^z  ^^        d^z    .^ 


or  on  a 


partant. 


de'^  de*  drsde  de*^   "  dmde 


de  "    ~Të"'~^  i^*~' 


COS0       sinô       d*z        d*z 


ie       ie*  ~  de*     dis  de' 
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Féquation  (V)  donne  ensuite,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

âz         .  dz 
ô^z         5rô  "~      ôO        cosO       sin5       Asinô 


on  aura  donc 

d^5       (6-i)sinô 

—  — ■  —  ai*i  • 

or  l'équation 

z<^)—{m-^Q)-^^{0) 

donne,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

;;{•-)-- (20)-^ 4/(0); 


parlant. 


4;(9)=:i.*-"'^'*"^ 


(3  0)*-* 

Pour  avoir  maintenant  ç(cy),  on  observera  que  l'équation 

donne  à  l'origine  de  l'intégrale,  où  z^^^=  o,  comme  on  vient  de  le  voir, 

sin  B  dh 


/    \        C ,         tisx  hi        IX  sm&^0 

9(cT)^j(©-h(?)«-Mi--^)(--^p7ï; 


on  aura  ainsi  7(^7),  en  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation 
et  en  changeant  ensuite  dans  l'intégrale  0  en  tj. 

11  resterait  présentement  à  donner  des  méthodes  pour  intégrer  par 
approximation  les  équations  aux  diflerences  partielles,  et  pour  avoir 
leurs  intégrales  particulières,  lorsque  l'intégrale  complète  est  impos- 
sible; mais  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  objets  exige  des  recherches  très 
délicates,  que  la  longueur  déjà  trop  grande  de  ce  Mémoire  m*oblige  de 
remettre  à  un  autre  temps. 
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DU    SYSTÈME    DU    MONDE  : 


Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1776;  1778. 


I. 

Les  objets  que  je  me  propose  de  traiter  dans  ce  Mémoire  sont  :  i''  la 
loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes  en  équilibre  ; 
si''  le  phénomène  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  la  précession  des  équi- 
noxes  et  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  ce  phéno- 
mène; 3"^  les  oscillations  de  l'atmosphère  occasionnées  par  Faction  du 
Soleil  et  de  la  Lune. 

Sur  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surfojce  cle^  sphéroïdes  homogènes 

en  équilibre. 

Ces  recherches  sont  une  extension  de  celles  que  j'ai  données  dans 
la  seconde  Partie  des  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1772, 
page  536  (^).  En  supposant  en  équilibre  une  masse  fluide  homogène 
dont  toutes  les  parties  s'attirent  en  raison  réciproque  du  carré  des  dis- 
tances et  qui,  en  tournant  autour  d'un  axe,  forme  un  solide  de  révo- 
lution infiniment  peu  difi<érent  d'une  sphère,  j'ai  démontré  que  si,  à 
l'équateur  de  ce  sphéroïde,  on  nomme  Pla  pesanteur  et  a/71  le  rapport 

(*)  Remis  le  i5  novembre  1777. 

(  *)  Œuvres  de  Laplace,  l.  VW,  p.  4«i. 

Œuvres  dt  L,—  IX.  9* 
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do  la  force  contrifugo  à  h  pesanteur,  a  étant  supposé  infinimcnl  petit, 
la  pesanteur  à  un  point  quelconque  du  sphéroïde,  dont  0  est  le  com- 
plément de  la  latitude,  sera  P(i  -i  Ja/wcos*0).  Ce  théorème  est  d'au- 
tant plus  remarquable  que  j*ai  fait  voir,  dans  le  même  endroit,  qu'il 
n'est  nullement  démontré  que  la  fijfure  elliptique  soit  la  seule  qui  con- 
vienne à  l'équilibre,  qu'il  y  a  peut-être  une  infinité  d'autres  figures 
qui  y  satisfont  pareillement;  mais  que,  sur  tous  ces  sphéroïdes,  la  loi 
de  la  pesanteur  est  la  même.  Je  me  propose  ici  de  généraliser  ces 
recherches  et  de  chercher  la  loi  de  la  pesanteur,  sans  m'astreindro  à 
la  supposition  que  le  sphéroïde  est  de  révolution.  Je  suppose  consé- 
quemment  une  masse  fluide  homogène,  dont  toutes  les  parties  s'at- 
tirent en  raison  réciproque  du  carré  de  la  distance,  tourner  autour 
d'un  axe  quelconque,  de  manière  que  la  force  centrifuge  soit  infini- 
ment petite  relativement  à  la  pesanteur;  je  suppose  de  plus  tous  les 
points  de  cette  masse  animés  par  des  forces  quelconques  infiniment 
petites,  et  je  vais  déterminer  a  priori,  et  indépendamment  de  la  con- 
naissance de  la  figure  du  sphéroïde,  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface, 
dans  le  cas  de  l'équilibre. 

L'action  d'une  pyramide  MR'CBD  (Jig.  i),  dont  la  base  R'CBD  est 
infiniment  petite,  sur  son  sommet  iM,  est  égale  à  la  section  RR'OR^ 

Fig.  I. 


faite  perpendiculairement  à  MR  et  divisée  par  MR;  en  sorte  que,  si  l'on 

y 

nomme  V  cette  section  et  r  la  droite  MR,  on  aura  -  pour  l'action  de 

la  pyramide  sur  le  point  M;  cette  proposition  est  trop  facile  à  démon- 
trer pour  nous  y  arrêter. 

Cela  posé,  considérons  un  sphéroïde  quelconque  AMB  (/fg-  2)  ;  soit 
tirée  la  droite  MC,  et  par  le  point  M  les  deux  droites  IMV  et  MQ,  per- 
pendiculaires, la  première  à  MC  dans  le  plan  AMB,  et  la  seconde  au 
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plan  ÂMB;  soit,  de  plus,  R  un  point  quelconque  placé  à  la  surface  du 
sphéroïde,  et  dont  Z  est  la  projection  sur  le  plan  AMB;  que  Ton  fasse 
MR  =  r,  Tangle  QMR=/?,  et  Tangle  lMZ  =  q;  en  faisant  varier  le 
point  R  de  manière  que,  l'angle  p  restant  invariable  ainsi  que  la 


droite  MR,  Tangle  q  devienne  q-^dq,  on  aura  un  nouveau  point  R', 
dont  Z'  sera  la  projection  sur  le  plan  AMB,  et  la  droite  RR'  sera  égale 
à  ZZ'  ;  or  on  a 

2Z'=:MZdg        el        MZ=:rs\np; 

donc 

ZZ'=rs{npdg  =  RW. 

Si  Ton  fait  ensuite  mouvoir  le  petit  triangle  MRR',  de  manière  que, 
q  et  r  restant  invariables,  p  devienne /?  +  dp^  le  point  en  R  viendra  en 
R''  et  le  point  R'  en  0;  de  plus,  il  est  visible  que  la  base  RR'OR"  de  la 
pyramide  MRR'OR^  est  égale  à 

r*sinpdf/dq^ 

et  qu'elle  est  perpendiculaire  sur  MR^  en  sorte  que  l'action  de  cette 
pyramide  sur  le  point  M  sera,  par  ce  qui  précède,  égale  à 


rsmpdpdq; 
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cette  action,  décomposée  suivant  les  trois  droites  MC,  MV  et  MQ,  don- 
nera : 

1®  Suivant  MC,  une  action  égale  à 

/•  si  n  'p  sin  //  dp  dff  ; 

2®  Suivant  MV,  une  action  égale  \\ 

~  r  si  n  7^  cos  y  dp  dtf  : 
3**  Suivant  MQ,  une  action  égale  à 

r?Ài\p{\{}^pdpHf/. 


On  aura  donc  pour  l'action  entière  du  sphéroMc 
r  Suivant  MC 


k  • 


.it     ..t: 


Ji       /     r  sin  V  si  n  7  dp  tiff  : 
i)       «-0 


je  nomme  A  cette  action; 
2^  Suivant  MV 


•  K      ^K 


—  j      I     rs\t\*p  COS7  dp  fù/  : 

je  nomme  B  cette  action  ; 
3"  Suivant  MO 

'       /     r  niii pcaap  dp  d(/  : 

je  nomme  C  cette  action. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  connaître  r  en  fonction  de  p  et 
de  q. 

Pour  cela,  imaginons  que  le  solide  soit  infiniment  peu  différent 
d'une  sphère  dont  C  soit  le  centre  et  CA  le  rayon.  Soient  CA  =  a  et 
l'angle  MCA  =  0;  concevons  ensuite  un  plan  fixe  ANB,  et  soit  tj  Tansle 
qu'il  forme  avec  le  plan  AMB,  angle  que  je  nommerai  longitude  du 
point  M.  Cela  posé,  MC  ne  diffère,  par  l'hypothèse,  de  AC  que  d'une 
quantité  infiniment  petite;  soit  aa[x  cette  quantité,  en  sorte  que  Ton 
ait 
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a  étant  infiniment  petit  ;  [jl  sera  une  fonction  de  ct  et  de  6  ;  soient  encore 
6'  l'angle  RCA,  et  ct  la  longitude  du  point  R,  on  aura 

[jl'  étant  pareille  fonction  de  c/  et  de  0'  que  (x  l'est  de  u  et  de  0.  Si 
des  points  R  et  Z  on  abaisse  les  perpendiculaires  RL  et  ZL,  sur  MC, 
on  aura 


or 


et 


donc 

de  plus 

donc 

partant, 


KL*=:ZlVrz'; 


ZL  =:  rsxnpcosq 
RL  —  rcosp; 


— 1 

RL  =  r'8În*/>cos'7-H  r'cosV^; 


ML  =  r8iji/>sin7; 
CL  =  a(i  -hotfx)  —  rsinpsmq; 


CR  =CL  -f-RL  ==a'(i  4- afA)*— 2a(i-i-a/x)rsin/>sin7 -hr«=a'(i  4- «|ui')«; 

on  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a',  comme  nous  le 
ferons  toujours  dans  la  suite, 

r*—  aar(i  -h  afA)sin/?sin^  =  aaa'(|UL'— fx), 

d'où  l'on  tire 

r  =  a(i  +  0efx)8in/7sin^  ±    asinjDsin^(i +  0efx)  h .    ^  T^     • 

Il  faut  substituer  dans  [x',  au  lieu  de  xs^  et  de  0%  les  valeurs  qui  leur 
conviennent;  or,  en  adoptant  le  signe  —,  on  a 

sïnpsïnq 
ce  qui  indique  que  le  point  R  est  infiniment  voisin  du  point  M,  et  alors 
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on  a,  aux  quantités  près  de  Tordro  a, 

d'où  Ton  lire,  «lux  quantités  prés  dt»  l'ordre  a^, 

partant, 

vo  qui,  d'ailleurs,  est  visible  a  priori.  En  adoptant  le  signe  +•  on  a 

/•    :  a^(i -A- au)  sin/?siii7   *■  -.':-.- /i- , 

^'       '        '        sinpsiuf/ 

et  c'est  l'expression  de  MR:  il  faut,  présentement,  déterminer  0'  ot  o' 
en  fonctions  de  p  et  de  q.  Pour  cela,  on  abaissera  (les  points  R  et  Z 
les  perpendiculaires  RK  et  ZK  sur  AB;  en  négligeant  les  quantités  de 
l'ordre  a,  comme  cela  est  ici  permis,  0'  et  n'  ne  se  trouvant  que  dans 
a'  qui  est  déjà  multiplié  par  a,  on  aura 

CK-(ivosO'; 

de  plus,  si  Ton  mène  LH  perpendiculairement  .sur  AC  et  ZS  perpendi- 
culairement sur  LH,  on  aura 

CH  ^=  CLcosO  —  (a  —  /sinz/siny)  rosO 

et 

ZS  -.  KH  --  r  sin/>cos7  sin^; 

donc 

CK  —  CH  -h  HK  =.-  flCosO  -♦-  r  sin/7(sin(?cos7  ■  -  ros6sin7); 

donc 

cos^'—  cosO  -t-  a  sin'/>sin7  sin(6  --7); 

on  a  ensuite 

.    .    ,         .  _  RZ  _  rcosp  __  2sinpvosps\ng 
^  ^      RK       «sm^'  sin6'  ' 

on  déterminera  donc  u'  et  0'  au  moyen  des  équations 

...         .       2  Rin/?cospsin7 

sm(cj'— bt)=: -—-S-      -' 

sm  0' 

cos^'—  cos9  -»-  3  sin*/7sin7sin(6  --  7) 
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ou 

cosO'=i  cosO cos^p  -i-  s\n*pcos(Q  —  2g); 

si  l'on  substitue  maintenant,  au  lieu  de  r,  sa  valeur  dans  les  expres- 
sions de  A,  B  et  C,  on  aura 

f      /     [aasin'/>sîn*^(i  •+-  aix)  -h  aa(|jL'—  \L)s\np]dpdq, 


0      *^Q 
.1t     ^« 


B  ==—  i      /     I  2asinVsin<7C0S^(i  -f-  «ft)  -h  ««(jul'—  jx)  sinp-r—^    dpdqy 


0      ^'O 

1IÏ      r%tf. 


C=       /      1       2asin'/>cos/?sin^(i  H- a[x)  4- aa(/jL'-- fjt) -r--^    fi?/?^7; 

les  intégrales  précédentes  devant  être  prises  depuis/^  et  q  égaux  à  zéro 
jusqu'à/7  et  q  égaux  à  ic,  il  est  clair  qu'on  peut  négliger,  dans  le  déve- 
loppement des  différentielles,  les  termes  dans  lesquels  cos/i  ou  cosçr 
se  trouvent  élevés  à  des  puissances  impaires;  car  soit  Pcos^cf^  un  de 
ces  termes,  P  étant  fonction  de  sin^r  et  de  cos^y,  il  est  visible  que  P 

sera  le  même  pour  deux  valeurs  de  9,  équidistantes  de  ~>  mais  dont 

l'une  est  au-dessus  et  l'autre  au-dessous  de  ce  point;  donc,  cosçr  étant 
le  même  pour  ces  deux  valeurs,  avec  des  signes  contraires,  Pcosyrfy 
sera  aussi  le  même  avec  des  signes  contraires;  en  sorte  que  l'on  aura, 
depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  1:, 


on  a  ensuite 


de  plus 


Jf     V ZO%qdp^=.o\ 
0 

J    sin>^rf^=^, 
\    8inVû!p  =  t; 

•^0 


donc 


.it    ^n 


a  sin*/>  fkxi^qdp  e/7  =  |7r  ; 


78  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

on  a  encore 


lit      r»K 


f      /    slnp  {ipdq^=2i:; 

A      «/ri 


0      •^0 


en  faisant  donc,  pour  plus  de  simplicité,  a  =  i,  on  aura 


15       ^li 


I    II'  Sinptipciq, 


'0      «'O 

,7:    ^ir  •»«    /»K 


'^'XX  ''"''^'»'-''''*'''=-''XX  ""''în^''''''"'»' 
'^=-"XTs^"''-^'*'"'='XT^''"**" 


si  l'on  intègre  l'expression  de  B  par  rapport  kp^  on  aura 

„  r'^cos^,  ,       ,  ,        .  r'^  r^        cosq  àa'       , 

B  =  acos/?/      —. — '  (il —  u.)afj  — OL  \     1     cosp— — ^ -f-dpdq^ 
^Jo     si»7   '^      '^  Jo   Jo  sin^  dp    ^    ^* 

-^  désignant  le  coefficient  de  dp,  dans  la  différentielle  de  |x'  ;  or,  /i  étant 

supposé  nul,  on  a  cy'=  n  et  ô'=  0,  donc  (x'=  (jl.  Les  mêmes  équations 
ont  encore  lieu  lorsque/^  =  ic;  on  a  donc 

partant, 

^  r'' /'''        cos7c?fx'       . 

B— —  al      /     COSP-: — '-  -^dpdq; 
Jo    Jo  S'"^    ^P 

on  a  présentement 

ôjx^d^ôO^       dpJ  dm' 
dp  "~  ôd'  dp       <kj'  dp  ' 

et  l'équation 

cos9'=cos0  -\-  asînVsin7  8in(0  —  q) 

donne,  en  faisant  varier  0'  et/?, 

sin  0'  dO'^^—  ^  s'inp  cosp  sîn  7  sin  (  5  —  7  )  dp. 

Partant, 

dO'  __      4  sinp  cosp  sinq  sin  (  0  —  7)  ^ 
5^  ~  sïïîe'  ' 
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en  différentiant  présentement  Téquation 

.    ^    ,         ,       2sinpcospsinûr 

sin(tij'  — Tij)=  .    /r 

^  sino 

par  rapport  à  xs'  et/?,  on  aura 

,      ,         .  •   V  j        asinpcospsinûr^— cosô'^/? 

^  '  sin&'  sin*0'  ' 

partant, 

^'  _  2(cos*/?-- sin*/o)sin^       8sin*/?co8'/>8in*^8in(0  — 7)cos0' 


d[p  sinô'cos(oj'— cj)  sin'6'co8(Gj'— cj) 

on  aura  donc 

/dfx'  2sin/?cos*/?cos7sin(0  — 7) 


dB'  sin6' 

lie      >«TC 


B___     /•     ri  dfx^  r  co8/>  C08  g  (  ces*/?  —  sin  V  )  Xdoda 

2  ""    Jo    ^0     1  *5ï'L        sin^cos(cj'-Gy)  (   ^    ^' 

4  sin*/>  co8'/>  sin^  cos^  8in(0  —  7)  cosôn 
\  8in'ô'cos(iij'— Bj)  J 

d'où  l'on  tirera  facilement 

c^fx'  sînpcos'p[sinÔ4-sin(0— 37)] 
W  sïnô^ 

^z:^ar  fi         ^^'  [cospcosgicos^p  -  sin'/?)  Unr/^i- 

2         •/o    «A)    1         àw'l        sin0'cos(Gj'  — BJ)  [  ^  ^' 

a8in*pcos*/?8in7COS0^[8in0-Hsin(^-— ay)]' 
sin*0'co8(Bj'  — cy) 

■ 

si  l'on  différentic  l'expression  de  Â,  par  rapport  à  0,  on  aura 


Or,  en  différentiant  l'équation 

cos  9'  =  CCS  S  cos  V  ^"  sin*/>  cos  (  9  —  a  7  ) 

par  rapport  à  0'  et  0,  on  a 

sin  0' ûfO' =  sin  9  cosV  rf^  ■+•  sîn*/>  sin  (  Ô  —  a  7  )  û^Ô, 
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ce  qui  don no 

ù^y  __  sin^cos'y?  ~h  sîn*/>8ln(5  —  a^)^ 

si  Ton  différcntie  ensuite  Téquation 

.    ,   ,        ^       asin/^cosyain^ 

sin(By'~  w)  -= — T— / 

^  sint/ 

par  rapport  à  n'  et  0,  on  aura 

,   ,        .  j_,  asin/y  ces/?  sin^  cosô'  dff  ,- 

cos(o  -  «T)rfte' = ^— r„-iê>--- —  M  '''♦ 


d*o(i  Ton  tire,  en  substituant  au  lieu  de  ^  sa  valeur, 

-Ta-- r~7> — ^-;-V^^ |SII\9C0SV-+- SIIl'/>Sin(9  — 317)1, 


•  •      -^ 


■  n 


>1C      r«1C 


j<:?|ul'  sin5cos*/>.-+"  sin*;>sin(0  —  ^7^. 

sin6 


.    ,,-  sinp 

tn  fi'  * 


1 

du.'  2sinVcos/>sin7Cos(/'     .    .       ,  •  •      •    //i  vJ  ,    ^ 
f-,  — .-  -r    -7        '_  -  —  [sinycosV-t  suiVsin(9  —  '^g\\\dpdq\ 


partant. 


« 


C    C   I      %  ,    V  (<)fA'  sini>sin(Ç-- Q^) 

C^/Jl'  r  COS/>  C0S7 

dGy'Lsin6''cos(ïD'  — 


OT) 

5isinVros^sin7cos^'sîn(9  —  ^7)1)^ 
""" ~siïï»0'"(-o"sK  — w)  "Jp'' 

Maintenant  on  a 

dq  '"  de'  ôq  ''   dm'  'àq  ' 

or,  si  l'on  différcntie  Téquation 

cosO'~  cosOcos^P'\  8inVco5(0  —  27), 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  81 

par  rapport  à  6'  et  à  q^  on  aura 

partant 

dO' __      asin*yP8in(9  —  ay)^ 
5^""""  sine'         ~^ 

en  différentiant  ensuite  Téquation 

...        .       asinpcospsin^ 
^  '  sm  9' 


dô' 


par  rapport  a  tor"  et  à  9,  on  aura 

,         a  sinp  cos  o  sin  a  ces  &^dq 
,   ,        .   -_,      asinpcosDCOS^a^  r       r       ^  da    ^ 

C0S(CJ'— BT)cte'=  ^- 7-^. ^-^ 7-~r^, , 

(1*011  Ton  tirera»  en  substituant  au  lieu  de  3-  sa  valeur, 

àq 

àfs'  _^  2s\npcospcosq        48'nVcosjgsinycose'sin(0  —  ay) 
dg  ""  sine'cos(oj'  — cj)  sia'9'cos(Bj'— nr)  ' 

partant 

âix' dix'  asin*/?sin(e—  a^) 

'âq  """"  W  sîniSi^^ 

djjJ^  r  2s\npcosp  cosq       ^sinVcosjPsin^cosy  8in(g  — ay)1 
(hs'  1  sin0'cos(e'  — cj)  8in'e'cos(cj'— bj)  J' 

on  aura  donc 

-r^^ --}B=:— laTU^  — ia  /      /     -f-   ^ --dpdq; 

-àd       *  *      de       ^     I      l     âq  s\np  ^   ^' 


or,  en  intégrant  par  rapport  à  9*  on  a 


/f.,  =  K-H. 


La  constante  arbitraire  doit  se  déterminer  par  la  condition  que  Tinté- 
gr^le  commence  lorsque  7  =  o;  et,  dans  ce  cas,  on  a  0'=  0  et  t3'=  tsx; 
donc  tfc'=  (^;  partant  H  =  —  (x,  et 


f%dç  =  ,.'-^l.; 


OEuvrtê  d9  Z.  —  IX.  Il 
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mais  l'intégrale  doit  se  terminer  lorsque  9  =  n;  et,  dans  ce  cas,  on  a 
0  =  0  et  0=  ta,  partant  (*'=  pt;  donc 


/ 


àq  '^  '-"'■  °' 


ce  qui  donne 

équation  analogue  à  celle  que  j'ai  donnée  pour  les  sphéroïdes  de  révo- 
lution, dans  les  Mémoires  de  l'Académie  déjà  cités,  page  545  ('  ). 

On  aura,  en  suivant  la  même  analyse,  une  équation  a  peu  près  sem- 
blable entre  A  et  C;  mais,  au  lieu  de  recommencer  les  mêmes  calculs, 
il  est  plus  simple  de  tirer  cette  équation  de  Téquation  (a).  Pour  cela, 
considérons  un  point  m,  infiniment  voisin  de  M,  placé  en  même  temps 
à  la  surface  du  sphéroïde  et  dans  le  plan  AMB;  si  Ton  fait  MC/n  =  €tb^ 
et  que  Ton  nomme  *A  ce  que  devient  A  pour  le  point  /w,  et  '(jl  ce  que 
devient  [x  pour  le  même  point,  on  aura 

IVquation  (a)  devient  conséquemment 

(>)  •  \  -  A  -  iB  ^S  -4-  fa  7:(  V  -  fx)  -_:  o. 

Imaginons  par  les  points  M  et  C  un  plan  QM(1,  perpendiculaire  au 
plan  AMB,  et  considérons  un  point  m\  infiniment  voisin  de  M,  placé 
en  même  temps  à  la  surface  du  sphéroïde  et  dans  le  plan  QMC;  soit 
d(f  Tangle  MCm',  et  soient  A,  et  (jl,  ce  que  deviennent  A  et  (x  au  point 
m':  il  est  clair  que,  par  la  même  raison  que  Téquation  (X)  a  lieu, 
celle-ci 

(V)  A,-A-iCé/o-4-îa7r(fXi-^)_.o 

doit  avoir  lieu;  présentement,  Tangle /w'CA  ne  diffère  de  Tangle  MCA 
que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  en  sorte  que,  si  Ton  sup- 

(«)  Œuvres  de  Laplacc,  T.  VHI,  p.  491. 
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pose  la  longitude  du  point  m!  égale  à  car  -i-  dta^  on  aura 

A I  —  A  =:  -r—  djs         et         JX.  —  un:  -^  é/cj  ; 

de  plus,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a,  comme  cela  est  ici 
permis,  C  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  on  a  rfç  =  rftErsin6; 
Téquation  (X')  deviendra  donc 

(a')  ^_iCsinÔ-H|a7r^  =o; 

(7CT       '  ^       dm 

et  les  équations  (a)  et  (a')  ont  lieu,  quelle  que  soit  la  figure  du  sphé- 
roïde, pourvu  qu'il  diffère  infiniment  peu  de  la  sphère. 

Supposons  maintenant  que  le  sphéroïde  ait  un  mouvement  de  rota- 
tion et,  de  plus,  que  toutes  ses  parties  soient  animées  par  des  forces 
quelconques,  et  déterminons  les  équations  de  l'équilibre.  D'abord,  il 
est  clair  que  l'axe  de  rotation  peut  être  censé  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  sphéroïde;  soit  donc  AB  cet  axe,  C  étant  le  centre  de  gravité 
de  la  masse  entière;  soit  encore  a/  la  force  centrifuge  à  l'équateur  du 

sphéroïde,*  ou  lorsque  0  =  -;  cette  force  sera  au  point  M  égale  à 

a/sin6,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a^,  et  elle  donnera,  sui- 
vant l'élément  Mm  du  sphéroïde,  une  force  égale  à  a/sin0cos6;  cette 
même  force,  décomposée  suivant  l'élément  Mm',  sera  nulle  et,  décom- 
posée suivant  MC,  elle  donnera  une  force  égale  a  —  a/  sin^ô;  je  lui 
donne  le  signe  —,  parce  qu'elle  agit  en  sens  contraire  de  MC. 

L'action  A  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée  suivant  M//t, 
donnera  une  force  égale  à  AcosCMm;  or  on  a 

COSCMmrz:—  «"3^; 

donc  l'action  A  produira,  suivant  Mm,  une  force  égale  à 

du.  i       àii 

en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a^.  Cette  même  force  A,  décom- 
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posée  suivant  M/n't.donnera  une  force  égale  à 

si  II  9 


4        (te 


,  .^-  1     ,.- 


La  force  B*  étant  de  Tordre  a,  donnera  suivant  Mm,  en  négligeant  les 
quantités  de  Tordre  a',  une  force  égale  à  B,  et  suivant  Mm'  une  force 
nulle.  Pareillement,  la  force  C  donnera  suivant  Mm  une  force  nulle,  et 
suivant  Mm'  une  force  égale  à  C.  Supposons  ensuite  ^ue  le  point  M 
soit  animé  :  i®  d'une  force  aM,  dirigée  de  M  vers  V;  2?  d*une  force  «N, 
dirigée  de  M  vers  Q;  3^  d*une  force  aR,  dirigée  de  M  very  C;  M»  Jff  et  R 
étant  des  fonctions  quelconques  de  tar  et  do  0,  on  aiir^  poi|r  hkrfQTce 
entière,  dont  le  point  M  est  animé  suivant  Mm, 

3t/ sin 0 cos9  -h  aM  -t-  B  —  Ja  tc  -J^; 

et,  comme  cette  force  doit  être  nulle  par  la  condition  de  Téquilibre,  on 
aura  Téquation 

(a')  a/sin^cosS  -h  «M  s-  B  —  }«  7:  ^^. 

On  aura  semblablement  pour  la  force  entière,  dont  le  point  M  est  animé 
suivant  Mm', 

^. 

aN -t-C— tarr-:— 7:» 
*       siïïO 

et,  cette  force  devant  être  encore  nulle  dans  le  cas  de  Téquilibre,  on 
aura  Téquation 

{a')  sin5(C-h5cN)  =  î-a7r^; 

CfGT 

enfin,  la  force  entière  dont  le  point  M  est  animé  suivant  MC  est 
A  —  a/sin*0  -f-  aR;  or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  pesanteur  au 
point  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  résultante  des  troU 
forces,  suivant  MC,  MV  ctMQ,  ne  diflere  de  la  force,  suivant  MC,  que 


d'une  quantité  de  Tordre  à*;  do'nèV  sî  Pôù  nbtnttte  P  fe^fesahteàr^au 
point  My  on  aura 

(a'^)  P  =:  A  —  a/8in«Ô  4-  «R. 

Si  l'on  difféjrentie  cQtte  équation  successivement  par  rapport  à  0  et 
à  car,  on  aura 

•'.'   .  ■  dPy  ■■   dk.  ■      i-dR  .   •  ■  .•.•...•  .,.!/    .    -    ■ 

3—  aw  =1  -T--  aw  H-  a  -r—  OBJ  ; 

en  suÉstVtuaht  dans  cbs  équations,  au  lieu  de  ^  et  de  ^j  leurs  va- 
leurs que  donTiéht  les  équations  (a)  et  (a'),  on  aura 


'  r 


.      ^       *  ■'■■.: 

'^-dm^=z\C%iïiBdfs  —  ioLiz  ^^ûfej-f-  a  T—cfar, 

•     ...■••  .    ■  ■     ■   /         ■  =  •:...' 

et,  si  l'on  substitue,  au  lieu  de  B  et  de  G,  leurs  valeurs  que  dpaaent,les 
équations  {a!")  et  {à')  de  l'équilibre,  on  aura 

^dB  =-|a/sin9cosÔ^9-AaMrf9  4-a^^ô, 

-T-dw^=^—iai^AïiBdm-\-a^-dm; 

axa  OTD  * 

en  ajoutant  ces  deux  équations,  on  aura 

dP  =  —  \ (xfsïnB cosB dB  —  \a{Md6  -^-^  smB dm)  -h  (X  dR; 

pour  que  cette  équation  et,  par  conséquent,  pour  que  l'équilibre 
soient  possibles,  Mé/6  +  NsinOJtzr  doit  être  une  différence  exacte; 
soit  dW  cette  différence,  et  l'on  aura 

P  =  P'-4- |a/cos«9  -  |«V -4- «  R, 

P'  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  en  intégrant,  et  tètte  équa- 
tion exprime  généralement  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphé- 
roïde. 
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Lorsque  les  forces  «M,  aN  ot  aR  sont  produites  par  les  attractions 
de  tant  de  corps  que  Ton  voudra,  placés  près  ou  loin  du  sphéroïde» 
mais  tels  cependant  :  i"  que  leur  action  sur  le  sphéroïde  altère  infini- 
ment peu  sa  fij^ure;  2^  qu'ils  participent  au  mouvement  de  rotation 
du  sphéroïde,  autrement  il  ne  pourrait  jamais  y  avoir  équilibre,  ou 
bien  s*ils  ne  tournent  point  avec  le  sphéroïde,  qu'ils  soient  en  nombre 
infini,  et  distribués  également  et  circulairement  autour  du  sphéroïde, 
comme  il  est  très  naturel  de  présumer  que  toutes  les  parties  de  Tanneau 
de  Saturne  sont  disposées  autour  de  celte  planète;  Mdd  +  Nc/csrsinO 
sera  toujours  dans  ce  cas  une  différence  exacte  ;  car,  soient  S  un  de  ces 
corps,  r  sa  distance  au  point  M,  et  /<  sa  distance  au  point  C;  r  peut  être 
considéré  comme  fonction  de  0,  gt  et  du  rayon  CM,  que  je  nomme  5; 

présentement.  Faction  de  S  sur  M  est  -:ï^  cette  action,  décomposée 

S    ôr 
suivant  M V  est  -j-  -p;  cette  même  action  décomposée  suivant  MQ  est 

-,-V->  ^;  enfin  cette  action  décomposée»  suivant  MC  est =  ^. 

Pour  être  en  droit  de  regarder  le  centre  C  comme  immobile,  il  faut 
retrancher  des  forces  précédentes  Faction  de  S  sur  (1,  décomposée  sui- 
vant les  mêmes  lignes,  et,  pour  avoir  cette  action,  il  suflit  de  faire  s 
infiniment  petit  dans  les  quantités  précédentes;  soient  r  ce  que 
devient  r  dans  ce  cas,  et  s"  ce  que  devient  s,  on  aura 


S    c^r  S     âr 


S         dr S  _     fV' 


«N  = 


et 


partant 


_S   d  r;  _  s  <^ 

S  S 


en  ne  considérant  que  m  et  0  de  variables;  on  aura  donc 

nn/2i-«A         S  S  s   dr'       S  dr 

•^  2rs       1rs'       r*   ôs        r*  ds 
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Supposons  qu'en  réduisant  ->  dans  une  suite  ascendante  par  rap- 
port à  s,  on  ait 

-  =  T  H-  bs -^  b^^^ s* -i- , . ., 

r       h 

b,  ¥^\  . . .  étant  des  fonctions  de  6  et  de  gt,  on  aura 

S  S         S6       S6f*)5' 


de  plus,  on  aura 

-^.  ^zz:-S-j^=:-S6-aS6<«)5'-...; 

g 

et,  si  l'on  considère  que  le  terme ^>  étant  constant,  peut  être 

censé  compris  dans  la  constante  arbitraire  P\  on  trouvera,  en  faisant 

s'=  o, 

«      n/     s    ^       lû        S         3S6        S    dr 
*  "^  2rs         2  r'5  os 

désignant  donc  par  2( r«~  t)  '^  somme  des  quantités 

—  f  S6 r  T"'  relative  à  tant  de  corps  que  Ton  voudra,  on  aura 


2rs       '^  r^s  ds 


Partant,  si  Ton  connaissait  la  figure  et  la  densité  de  Tanncau  de  Sa- 
turne, et  sa  position  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  de  cette  planète, 
on  pourrait,  en  supposant  la  planète  homogène,  déterminer  la  loi  de 
la  pesanteur  à  sa  surface;  Téquation  précédente  réduit,  comme  Ton 
voit,  le  problème  à  la  quadrature  des  courbes,  parce  qu'alors  S  de- 
vient infiniment  petit  et  que  la  caractéristique  intégrale  £,  relative 
aux  différences  finies,  se  change  dans  la  caractéristique  intégrale  j, 
relative  aux  différences  infiniment  petites. 
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II. 

Sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  sur  la  précestion  de$  éq 
et  la  natation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  ee  phénontêne. 

II  ne  s*agit  point  ici  de  chercher  une  nouvelle  cause  du  flux  et^a 
reflux  de  la  mer»  mais  de  bien  faire  usage  de  celle  que  nous  lai  con- 
naissons incontestablement,  et  qui,  comme  Ton  sait,  consista  dans 
Tinëgale  pesanteur  des  eaux  de  la  mer  et  du  centre  de  la  Terre  Ters  le 
Soleil  et  la  Lune.  Je  me  propose  d'assujettir  à  une  analyse  plus  rigoii* 
reuse  qu*on  ne  Ta  fait  encore  les  effets  de  cette  inégalité  de  pesanteur 
et  les  oscillations  qui  en  résultent.  Presque  tous  les  géomètres  qui 
sont  occupés  jusqu'ici  de  cet  objet  ont  supposé  d'abord  un  astre  i 
bile  au-dessus  d'une  planète  immobile  et  recouyerte  d'un  fluide;  ils 
ont  cherché  la  figure  que  le  fluide  devait  prendre  pour  être  en  équi- 
libre; considérant  ensuite  le  cas  où  l'astre  a  un  mouvement  rét\  on 
apparent  autour  de  la  planète,  ils  ont  supposé  que  la  figure  du  fluide 
en  équilibre,  qu'ils  avaient  déterminée  dans  le  cas  de  Tastre  immobilOt 
n*étatt  point  altérée  par  ce  mouvement,  dont  tout  l'efiet»  suivant  eu, 
est  de  changer  à  chaque  instant  la  position  de  cette  figure  relatiTemml 
à  la  planëte,  en  lui  conservant  toujours  la  même  situation  par  rapport 
à  l'astre.  C'est  ainsi  que  MM.  Newton,  Daniel  BernouUi  et  Maclanria 
ont  déterminé  les  efi'ets  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
mer;  mais  il  est  aisé  de  sentir  le  peu  de  conformité  de  ces  suppo- 
sitions avec  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature,  et  Ton  doit  aux  jgnoiAi 
géomètres  que  je  viens  de  citer  la  justice  d'observer  qa*ili  en  ent 
eux-mêmes  reconnu  l'inexactitude  et  l'insuffisance  pour  expliquer 
plusieurs  phénomènes  des  marées.  Celui  qui  s'éloigne  le  plus  de  leur 
théorie  est  la  difi'érence  très  petite  que  l'observation  donne  On^ce  Im 
deux  marées  d'un  même  jour,  quelle  que  soit  la  déclinaison  des  devi 
astres,  tandis  que,  en  suivant  leur  résultat,  cette  difl'érence  dèlt 
vent  être  très  considérable  et  beaucoup  plus  grande  qu'auoun^' Éi 
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inégalité  des  marées  :  or  une  théorie  qui  diffère  à  ce  point  de  l'obser- 
vation doit  être  entièrement  abandonnée.  Heureusement  cela  ne  porte 
aucune  atteinte  au  principe  de  la; gravitation  universelle,  et  il  n'en 
résulte  que  la  nécessité  d*avoir  égard,  dans  la  détermination  des  oscil- 
fations  (le  la  mer,  au  'miokiVcmeht  de  irôtàtîôn  de  liàTferre,  et  à  ceux  dû 
Soleil  et  dé^là  Ikine  dans  tèùrs  orbïttes.  Cette  rccHehihb  pi^etite  alors 
de  bien  plus  grandes  difficultés  que  celle  do  l'équilibre,  et  c'est  vrai- 
semblâbleihent  ce  qui  a  déterminé  les  géomètres  à  se  boi'nerli  ce  der- 
nier cas;  j*en  excepte,  cependant,  MM.  Éuler  et'd*AlémbéW;*re  premier 
de  ces  deux  grands  géomètres,  après  avoir  fait  sentir,  dans  sa  piëcé'sttr 
le  flux  et  le  reflux  dé  la  mer,  la  difficulté  de  soumièttré  à  lin  calcul 
précis  les  bscillàtions  des  eaux  de  la  mer  et'le  peu  de  ressoùi^ces  que 
présentaient  alors  a  cet  égard  ^Analyse  et  la  théoi^ie  des  fliiidiEfs,  s*est 
borné  à  détèirminer  ces  ôscîHâtions  dans  lliypothèse  qui  lui  a  ]^&ru 
la  plus  vraisemDÎabte  sur  l^éffort  des  eaux  pour  reprendre  letir  kVA 
(i*équilibre  lorsqu'elles  s*en  sont  dérangées.  C'est  donc,  à  prôpirénicHl 
parler,  à  M.  d'Aletobért  qu'il  faut  rapporter  les  premfefes  re'cKerche^ 
exactes  qui  aient  paru  sur  cet  important  objet;  cet  illasti^e  ^t^f 
s^étant  proposé  dans  son  eifcéllent  Ouvrage  qui  a  pour  titi'ë  :  Réflèk^^ 
sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  effets  de  l'action  dii  Soleil  eVde  fe 
Lune  sur  notre  atmosphère,  y  détermine  d'une  manière  synthétique  et 
fortl)elle  les  oscillations  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  récmivre 
une  planète  immobile,  au-dessus  de  laquelle  répond  un  astre  imino- 
bile;  il  cherche  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la 
planète  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformé- 
ment sur  un  parallèle  à  l'équateur,  et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 
savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équations  de  ce  problème  ;^  mais 
la  difficulté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  suppositions  qui 
en  rendent  la  solution  incertaine;  on  trouvera  dans  ces  recherches  Ik 
solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quelle  que  soit  la  densité 
I  du  fluide  et  le  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  l'espace.  Au  reste, 

I  je  dois  à  M.  (l'AIembert  la  justice  d'observer  que,  si  j'ai  été  assez  hea- 

\  reux  pour  ajouter  quelque  chose  à  ses  excellentes  Réflexions  sur^  la 

I  OEwrei  de  L\  "  W,  Il 
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cause  des  vents,  j*en  suis  principalement  redevable  à  ces  Réflexions 
elles-mêmes  et  aux  belles  découvertes  de  ce  grand  géomètre  sur  la 
Théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul  intégral  aux  diflférences  partieHeit 
dont  on  voit  les  premières  traces  dans  l'Ouvrage  que  je  viens  de  citer. 
Si  Ton  considère  combien  les  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  génie 
et  surtout  dans  une  matière  aussi  compliquée  ;  si  Ton  fait  attention  aux 
progrès  immenses  de  TAnalyse  depuis  Timpression  de  son  OuTnge» 
on  ne  sera  pas  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encore 
et  que,  aidés  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout 
entières»  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière 
qu'il  a  le  premier  ouverte. 

Il  semble  que  la  solution  du  problème  précédent  renferme  toute  la 
théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer  :  car,  quoique  on  y  suppose  la 
planète  immobile,  ce  qui  n'est  pas  vrai  pour  la  Terre,  cependant,  le 
mouvement  de  rotation  de  cette  planète  paraissant  n*ayoir  d*autre  effet 
que  de  changer  la  position  du  Soleil  et  de  la  Lune  par  rapport  au 
eaux  de  la  mer,  on  pourrait  croire  que,  pour  être  en  droit  de  regarder 
la  Terre  comme  immobile,  il  suffît  de  transporter  en  sens  cantraire  à 
ces  deux  astres  son  mouvement  angulaire  de  rotation;  mais»  en  téAé^ 
chissant  avec  attention  sur  la  nature  du  problème,  on  aperçoit  bientôt 
que  le  changement  dans  la  position  du  Soleil  et  de  la  Lune  par  raf^port 
à  la  mer  n'est  pas  le  seul  eflet  qui  résulte  de  la  rotation  de  la  Tene* 
et  l'on  s'en  convaincra  facilement  par  la  remarque  suivante,  qui  n^a 
point  échappé  à  M.  Maclaurin  dans  son  excellente  pièce  sur  le  flux  fA 
le  reflux  de  la  mer,  quoique  ce  savant  auteur  ne  l'ait  point  soumise  ao 
calcul.  Lorsqu'on  suppose  a  la  planète  un  mouvement  de  rotation  com* 
mun  au  fluide,  la  vitesse  d'une  molécule  du  fluide  étant  supposée 
rester  la  même  dans  le  sens  du  parallèle,  son  mouvement  angulaire  de 
rotation  augmente  ou  diminue,  suivant  qu'elle  s'éloigne  ou  qu'elle 
s'approche  de  l'équateur,  en  sorte  qu'elle  change  de  méridien  par  cela 
seul  qu'elle  change  de  parallèle  :  or  ce  changement  pour  les  eaux  de 
la  mer  est  du  même  ordre  que  les  mouvements  immédiatement  excités 
par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune. 
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On  voit  par  là  Fimperfection  de  toutes  les  théories  connues  sur  le 
flux  et  sur  le  reflux  de  la  mer,  et  combien  il  était  nécessaire  de  ré- 
soudre, avec  plus  de  rigueur  qu'on  ne  Ta  fait  encore,  ce  problème, 
Tun  des  plus  intéressants  et  des  plus  compliqués  de  toute  l'Astronomie 
physique;  c'est  à  remplir  cet  objet,  au  moins  autant  qu'il  m'a  été  pos- 
sible, que  sont  destinées  les  recherches  suivantes,  et  j'ose  espérer  que 
l'importance  et  la  difficulté  de  la  matière  pourront  leur  mériter  quelque 
attention  de  la  part  des  géomètres  ;  je  devais  naturellement  m'attendre  à 
ce  que,  ayant  fait  entrer  dans  ma  solution  toutes  les  circonstances  es- 
sentielles du  problème,  mes  résultats  approcheraient  beaucoup  plus  de 
l'observation  que  ceux  de  la  théorie  ordinaire,  sur  le  peu  de  difl*érence 
qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un  même  jour  :  aussi  ai-je  eu  la  sa- 
tisfaction de  voir  qu'ils  donnent,  dans  les  hypothèses  les  plus  vraisem- 
blables sur  la  profondeur  de  la  mer,  une  infinité  de  moyens  d'expliquer 
pourquoi  cette  différence  est  aussi  peu  considérable  :  je  regarde  l'ex- 
plication de  ce  phénomène  comme  un  des  principaux  avantages  de 
mes  recherches.  Elles  m'ont  donné  lieu  de  faire  une  remarque  qui  me 
parait  utile  dans  la  théorie  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la 
nutation  de  l'axe  de  la  Terre  ;  il  ne  suffit  pas,  dans  cette  théorie,  de  con- 
sidérer l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  partie  solide  de  cette  pla- 
nète :  il  faut  encore  avoir  égard  à  l'action  de  ces  deux  astres  sur  les 
eaux  de  la  mer.  Imaginons,  en  effet,  que  la  Terre  soit  un  ellipsoïde  de 
révolution  recouvert  par  la  mer;  il  est  clair  que,  tant  que  le  Soleil  sera 
dans  le  plan  de  l'équateur,  son  action  sur  la  Terre  et  sur  les  eaux 
qui  la  recouvrent  étant  égale  et  symétrique  des  deux  côtés  de  l'équa- 
teur, il  ne  peut  en  résulter  aucun  dérangement  dans  la  position  de 
l'axe  de  rotation  de  la  Terre;  mais,  si  l'on  suppose  le  Soleil  décliner 
vers  l'un  ou  vers  l'autre  pôle,  son  action  ne  sera  plus  la  même  sur  les 
deux  moitiés  de  la  Terre  formées  par  la  section  du  plan  de  l'équateur; 
les  eaux  de  la  mer,  distribuées  différemment  sur  ces  moitiés  par  l'ac- 
tion du  Soleil,  les  attireront  d'une  manière  différente  et  presseront  in- 
également leurs  surfaces.  On  conçoit  donc  qu'alors  il  doit  y  avoir  un 
dérangement  dans  la  position  de  l'axe  de  la  Terre,  produit  non  seule- 
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ment  par  l'action  directe  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  partie  solide  de 
cette  planète,  mais  encore  par  Tattraction  et  par  la  pression  dn  llaide 
dont  elle  est  recouverte;  or  le  calcul  m*a  montré  que  les  effets  qui 
résultent  de  cette  seconde  cause  sont  du  même  ordre  qae  cesz  qui 
dépendent  de  la  première,  toutes  les  fois  que  la  densité  do  fluide  est 
comparable  à  la  densité  moyenne  de  la  planète.  Tai  cra  quB  les  géo* 
mètres  ne  seraient  pas  fâchés  de  voir  la  théorie  de  ces  dérangements; 
je  l'expose  conséquemment  ici  avec  tout  le  détail  que  peut  exiger  son 
importance;  cette  recherche  m*a  paru  d'autant  plus  néMsseiret  qve 
tous  ceux  qui  ont  jusqu'à  présent  résolu  le  problème  de  la  précession 
des  équinoxes  ont  négligé  d'avoir  égard  à  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  la  mer,  et  M.  d'Alembert,  à  qui  nous  en  devons  la  |weniière 
solution  rigoureuse,  pense  que  cette  action  no  peut  avoir  aucune  in- 
fluence sur  ce  phénomène;  je  m'écarte  d'autant  plus  Tolontiers  dn 
sentiment  de  cet  illustre  auteur,  que  cela  n'affecte  en  rien  sa  belle  mé* 
thode  qui  est  un  chef-d'œuvre  de  Dynamique,  et  &  laquelle  la  méca- 
nique des  corps  solides  est  redevable  des  découvertes  intéressantes 
qui  l'ont  enrichie  depuis  trente  ans.  Il  ne  résulte  même  de  Taction  dn 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer  aucun  changement  dans  les  lots  de  la 
précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre;  cette 
action  n'influe  que  sur  le  rapport  de  la  quantité  de  la  nutation  à  celle 
de  la  précession,  et  son  influence,  qui  pourrait  être  considérable  dans 
une  infinité  d'hypothèses  sur  la  profondeur  et  sur  la  densité  de  h 
mer,  est  très  petite  dans  celles  qui  sont  le  plus  conformes  à  la  Natore; 
car  on  verra  dans  la  suite  qu'elle  est  proportionnelle  à  la  différence 
des  marées  de  dessus  et  de  dessous,  diflerence  qui,  suivant  TobserTa- 
tion,  est  presque  insensible.  Le  phénomène  de  la  précession  des  éqni« 
noxes  a  cela  de  remarquable  que  l'on  retrouve  toujours  les  méflies 
lois,  quelques  hypothèses  que  l'on  emploie  sur  la  profondeur  de  la 
mer  et  sur  la  figure  de  la  Terre;  c'est  un  théorème  que  je  déflaontrë 
ici  rigoureusement,  en  supposant  que  le  solide  recouvert  par  les  eam 
est  un  sphéroïde  de  révolution  peu  diff^érent  d'une  sphère,  et  divisé 
en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur  ;  la  rapidité  ém 
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mouvement  de  rotation  de  la  Terre  me  donne  lieu  de  croire  que  ce 
théorème  est  généralement  vrai,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur 
de  la  mer  et  la  figure  du  solide  qu'elle  recouvre,  pourvu  qu'il  diffère 
peu  d'une  sphère,  et  qu'il  tourne  à  très  peu  près  autour  d'un  de  ses 
axes  principaux  de  rotation;  c'est  là,  si  je  ne  me  trompe,  la  raison 
pour  laquelle  la  théorie  est  si  bien  d'accord  sur  ce  point  avec  l'obser- 
vation, tandis  qu'elle  s'en  éloigne  sensiblement  sur  la  figure  de  la 
Terre. 

Concevons  une  planète  très  peu  différente  d'une  sphère,  et  recou- 
verte d'un  fluide  d'une  densité  homogène;  il  est  clair  que,  si  la  planète 
tourne  sur  son  axe  et  que  le  fluide  ne  soit  agité  par  aucune  force  exté- 
rieure, il  prendra  à  la  longue  le  mouvement  de  rotation  de  la  planète, 
et  parviendra  enfin  à  être  en  équilibre.  Supposons-le  parvenu  à  cet 
état  et  qu'ensuite,  par  l'attraction  d'un  nombre  quelconque  d'astres. 


Fig.  3. 


il  en  soit  dérangé  de  manière  qu'il  fasse  des  oscillations  infiniment 
petites;  il  s'agit  de  déterminer  la  nature  de  ces  oscillations.  Pour 
cela,  soient  (yf^.  3)  anbCa  la  planète  et  ANBAanba  le  fluide  qui  la 
recouvre;  considérons  une  molécule  quelconque  M  du  fluide,  telle 
qu'à  Forigine  du  mouvement  l'on  ait  eu  CM  =  s,  l'angle  NCA  =  0,  et 
que  la  longitude  de  ce  point  ait  été  tar,  C  étant  le  centre  de  gravité  de 
la  planète,  et  le  premier  méridien,  d'où  l'on  commence  à  compter  les 
longitudes,  étant  supposé  immobile,  ou  ne  point  participer  au  mouve- 


0& 


RECHERCHES  SIR  PLliSIEliRS  POINTS 


ment  do  rotation  do  la  planoto;  soit  nt  lo  mouvomont  angulaire  de  ro- 
tation commun  au  fluido  ot  à  la  planoto,  /  dosignant  lo  tomps  écoulé 
dopuis  Torigino  du  mouvomont,  ot  supposons  qu'après  ce  tomps  0  so 
change  en  0  h-  az/,  n  on  n  -h  /*/  -h  olv  ot  s  on  5  -h  ar,  a  étant  une  quan- 
tité infiniment  petite  :  //,  0  ot  r  seront  fonctions  de  0,  n,  s  et  du  temps  /. 
Imaginons  présentement  au  point  AI  un  prisme  fluide  rectangle  dont 
les  trois  dimensions  soient 

6^.ç  -h  a  -T-  ds. 
as 


et 


(s  ->r  ar)  idw  -\'  OL  -^dfs\  sin(5  -+-aw). 


les  quantités  -.-?  -ry  »  -j^  exprimant,  suivant  la  notation  reçue,  les  coef- 

ticients  de  rfy,  rfO  et  r/cr,  dans  les  difTéronf iellos  do  r,  it  et  v\  la  solidité 
do  (*{"  prisme  sera,  en  négligeant  les  quantités  do  Tordre  7}  et  nommant 
A  la  densité  du  fluide. 
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Dans  rinstant  suivant,  ce  prisme  so  changera  dans  un  solide  d'une 
autre  figure  ;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  Ton  détermine  la  masse 
de  ce  nouveau  solide,  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on  ne  se 
trompera  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre  par  rap- 
port à  celles  que  Ton  considère;  on  peut  donc,  on  négligeant  ces  quan- 
tités, supposer  nulle  la  difl*érontiollo  do  la  quantité  (A),  prise  en  ne 
faisant  varier  que  le  temps  /;  d'où  l'on  tire,  on  intégrant  par  rap- 
port à  /, 

.    ,rt  ,    r,   .    ^/'  dr  Ou  dv  cos6\  .       T 

l_  \  as  db  (m  siii(?/  J 

=  9(5,  BT,  0)dsdOdfn. 


9(5,  n,  0)  étant  une  fonction  de  ^,  n  ot  0  sans  /;  or  on  a  à  Torigine  du 
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mouvemeat,  ou  lorsque  /  =  o,  r=o,  w  =  oet('  =  o;  donc 

partant,  on  a 

ds  \od       drn         sinô/ 

III. 

Imaginons  présentement  la  position  du  point  M  déterminée  par  les 
trois  coordonnées  rectangles  ar,  j,  5,  qui  aient  pour  origine  commune 
le  centre  C,  de  manière  que  Taxe  des  x  soit  Taxe  Ca  de  rotation  de  la 
planëtet  que  l'axe  des  y  soit  perpendiculaire  à  Ca  dans  le  plan  du  pre- 
mier méridien,  et  que  l'axe  de  z  soit  perpendiculaire  à  ce  plan;  on 
aura 

a:z=:(S'-h  ar)  cos(0  +  ««), 

y  =  {s  -h  ar)  sin{9  -h  <xu) cos{fa  -h  ne  -{-  ocv)f 

s  =:(S'\'  ar)s\n(Q  -^  (xu)  sin(cJ4-  nt-hav). 

Cela  posé,  concevons  la  molécule  M  sollicitée  par  tant  de  forces 
attractives' F,  F',  F",  ...  que  l'on  voudra,  et  nommons/,/'/'',  ...  les 
distances  des  centres  d'attraction  à  la  molécule;/, /',/",  ...  seront 
fonctions  de  t?,  6,  ^,  du  temps  t  et  de  constantes;  soit  encore  p  la  pres- 
sion du  fluide  au  point  M,/i  étant  pareillement  fonction  de  cr,  0,  5  et  /; 
si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  S  les  différences  des  quantités 
prises  en  regardant  le  temps  t  comme  constant,  on  aura  l'équation  sui- 
vante : 

(B)     o  =  Fd/4.Fa/'H-Pdr4-...+  ^-hôa:^+a/^4-d3^. 

Cette  équation  est  un  corollaire  du  principe  suivant  de  l'équilibre,  qui 
peut  être  utile  dans  beaucoup  d'autres  circonstances  : 

Si  un  nombre  quelconque  de  forces  R,  R',  R'%  . . .  agissent  sur  un 
point  M,  suivant  des  droites  quelconques  dont  y ^  y',  y",  ...  représentent 
les  longueurs  depuis  le  point  M  jusqu'à  leurs  origines,  que  l' on  peut  prendre 
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à  volonté  et  vers  lesquelles  elles  sont  supposées  tendre;  y,  y',  y*  seront 
fonctions  des  quantités  0,  rr  et  s,  qui  déterminent  la  position  du  poini  M; 
cela  posé,  dans  le  cas  où  ce  point  sollicité  par  ces  forces  est  en  équilibre  ^  la 
somme  des  produits  de  chaque  force,  par  Vêlement  de  la  direciion,  est 
nulle,  ce  qui  donne  l'équation  suivante 

o  =  Ri/ -f-R'a/4-R''d/-f-. . ., 

les  différences  Sy,  Sy',  Sy*, . . .  étant  prises  en  faisant  mouvoir  les  droites  y, 
y',  Y*  '  •  •  autour  de  leurs  origines,  et  en  faisant  xHirier  les  quaniiiés  0,  ct 
et  s,  relati{*es  à  la  position  du  point  M. 

Si  les  (lifTérentiolles  dd,  dxs  et ds  n*ont  aucun  rapport  entre  elles,  Té- 
quation  précédente  étant  vraie,  quelles  que  soient  ces  différencest 
tiendra  lieu  de  trois  équations;  mais,  s*il  existait  entre  6,  rr  et  s  une 
équation  quelconque,  si,  par  exemple,  le  point  M  était  forcé  de  se  mou- 
voir sur  une  surface  courbe,  on  pourrait  alors  éliminer  de  réquation 
de  l'équilibre  une  de  ces  différences,  et  cette  équation  ne  tiendrait 
plus  lieu  que  de  deux  autres;  elle  ne  tiendrait  lieu  que  d*une  seule, 
s'il  existait  deux  équations  entre  les  trois  variables  O/o  et  s^  par 
exemple,  si  le  point  M  était  forcé  de  se  mouvoir  le  long  d^une  ligne 
courbe. 

Voici  maintenant  comment,  de  ce  principe,  on  peut  conclure  Téqua- 
tion  (B);  pour  cela,  supposons  que  la  molécule  placée  en  M  soit  un 
parallélépipède  infiniment  petit,  dœdydz;  la  pression /i  du  fluide  sur 
ce  parallélépipède,  parallèlement  aux  x,  est  égale  à  la  différence  de 
pression  sur  les  deux  faces  opposées,  égales  chacune  à  dydz%  elle  sera 

donc  —  ^  dxdydz,  p  étant  ici  considéré  comme  fonction  de  a?,  de/ 

et  de  5,  et  le  temps  /  étant  regardé  confime  constant;  en  divisant  cette 

dp 
pression  par  la  masse  ^.dœdydz  du  parallélépipède,  on  aura  —  — 

pour  la  force  accélératrice  dont  il  est  sollicité  parallèlement  aux  x^  en 

dp  dp 

vertu  de  la  pression  du  fluide;  on  aura  pareillement  —  -^,  —EL 
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pour  les  forces  accélératrices  dans  le  sens  des  j  et  des  z;  de  plus,  les 
vitesses  -^>  ^>  ^  du  point  M,  parallèlement  auxar,  aux  v  et  aux  z, 
se  changent  dans  Tinstant  suivant  en 

dûc        j^cPx       dy         ,  li^Y       dz         ,  d*z 
dt  dt^         dt  dt^        dt  dt^^ 

cela  posé,  il  est  visible,  par  les  principes  connus  de  Dynamique,  que 
ce  point  doit  être  en  équilibre  en  vertu  des  forces  F,  F',  F",  . .. , 

dp  dp  dp 


àx 

dy 

th 

A  ' 

___, 

A   ' 

d\v 

</*v 

d's 

dt-' 

rff'' 

dt*' 

et  comme  les  six  dernières  de  ces  forces  agissent  en  sens  contraire  de 
l'origine  des  j:,  des  j  et  des  z,  l'équation  précédente  de  l'équilibre 
donnera 

si  Ton  substitue  maintenant,  au  lieu  de  x,  r»  z,  leurs  valeurs  en  0,  n, 
s,  oLr,  OLU,  ai',  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a^, 


a  (  cosô  -rz  —ssinO-rz  )  o(.çcosy) 


dl*  dt* 


n^. 


(O 


—  o[(5-i-  ar)sin((/-hai/)]'  ' 

.    ^  ^     /  .    ^dr  eidu\ 

-t-  2a/i5SU17  tmi^Xïid  -j-  4-5C0S7-7-  \ 

-f-a(sin9^  -i-5C0sô-7Tî- )  o(*smy) 

—  2a/wsinO-r  3(*sinô)  H-  «A'siu'S'ocy  -t-t 

dt  at^ 

* 

Les  équations  (i)  et  (a)  appartiennent  à  tous  les  points  de  Tinté- 

OF.uvrrs  </r  L .  —  l  X .  I  .'> 
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rieur  du  fluide,  mais  Téquation  (2)  prend  une  forme  uil'  ]^éQ  diffé* 

rente  a  la  surface  extérieure.  Pour  la  déterminer»  nommobs  ^  It 

.'    «î-   mil»      ^ 

force  accélératrice  résultante  de  la  pression  du  fluiae  sur  le  f(oint  N 
placé  à  la  surface  extérieure;  cette  pression  agit,  comme  Ton  sait, 
dans  la  direction  du  rayon  osculateur;  soit  p  ce  rayon,  et  Ton  aura, 
par  ce  qui  précède, 

maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  diflerentielles  ix^  fy^  Bs  soient 
celles  de  la  surface  elle-même,  on  aura,  par  la  nature  du  rayon  oscula- 
teur, Sp  =  o;  partant 


l'équation  (2)  aura  donc  lieu  pour  tous  les  points  de  la  ftHétàcé  exté- 
rieure du  fluide,  pourvu  qu'on  y  suppose  Bp  =  o  et  qtie  lei  dtfféreii- 
tiellcs  80,  80  et  is  soient  celles  de  la  surface  ellermême. 

11  faut  ensuite  assujettir  le  mouvement  des  points  de  la  surface  inté- 
rieure du  fluide  à  ce  que  les  difiërences  Sa,  S9  et  Ss  aient  entre  elles 
les  mêmes  rapports  que  les  difi*érenticlles  de  Téquation  à  là  sûrflace  da 
sphéroïde  anba;  il  faut  enfin  satisfaire  aux  conditions  primitiTes  da 
mouvement  du  fluide. 

IV. 

Nous  supposons  ici  que  le  fluide  était  primitivement  en. équilibre 
sur  le  sphéroïde;  soit  donc  1  le  demi-axe  Ca  du  sphéroïde»  et  i  -f-fX 
un  rayon  quelconque  Gn,  X  étant,  pour  plus  de  simplicité,  foqction  de  0 
seul  et  q  étant  extrêmement  petit,  en  sorte  que  le  sphéroiàe  soit  UD 
solide  de  révolution  très  peu  difi'érent  de  la  sphère.  Supposons  ensuite 
que,  dans  l'état  d'équilibre,  la  profondeur  N/z  du  fluide  soit  /y,  /étant 
pareillement  extrêmement  petit  et  y  étant  fonction  de  6  seul;  le  rayon 
CN  était  conséquemment,  dans  Tctat  d'équilibre,  i  +  7X  H-lv;  nous 
nous  permettrons  dans  la  suite  de  négliger  les  quantités  multinKées 
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par  q  ou  par  l,  eu  égard  à  celles  du  même  genre  qui  ont  un  coefficient 
fini;  de  plus,  comme  n^  représente  a  très  peu  près  la  force  centrifuge 
à  l'équateur  du  sphéroïde,  nous  supposerons  cette  quantité  très  petite, 
en  sorte  que,  si  l'on  nomme  g  la  pesanteur  k  l'équateur,  n^  sera  du 
même  ordre  que  gq  ou  gl.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour  les  points 
du  fluide  contigus  au  sphéroïde,  r  est  très  petit  par  rapport  à  u  et  à  (^; 
car,  s  étant  pour  tous  ces  points  égal  à  i  -i-  yX,  s  se  change  en 

I  -f-  yX  "4-  cf.qu  -Sû»  lorsque  0  se  change  en  ô  -f-  aw;  donc  alors 


dO 


en  sorte  que  r  est  du  même  ordre  que  qu^  et  l'on  peut  conséquemment 

négliger  r  vis-à-vis  de  u.  Voyons  maintenant  si  cette  supposition  est 

permise  pour  tous  les  autres  points  du  fluide,  et  si  en  l'admettant 

nous  pouvons  satisfaire,  non  seulement  aux  équations  précédentes, 

mais  encore  aux  conditions  primitives  du  mouvement  du  fluide;  car,  si 

nous  trouvons  qu'elle  y  satisfait,  non  seulement  elle  sera  permise, 

mais  elle  sera  encore  nécessaire,  ainsi  que  les  résultats  auxquels  elle 

pourra  nous  conduire,  attendu  que  le  fluide,  en  partant  du  même  état 

et  étant  soumis  aux  mêmes  forces  accélératrices,  n'a  pas  deux  manières 

possibles  de  se  mouvoir. 

L'équation  (2)  prend,  en  vertu  de  cette  supposition,  la  forme  sui- 
vante : 


a5'M( -^"Y  "~  an^sinôcosô  J 


(3) 


—  2  0Lnsissïn*9  -TT *[(*4-  a/')sin(0  -h  au)]* 


Toutes  les  forces  accélératrices  dont  le  fluide  est  animé  se  réduisent 
aux  attractions  de  toutes  les  parties  du  fluide,  du  sphéroïde  et  des  dif- 
férents astres  que  l'on  suppose  circuler  autour  de  la  planète;  en  sorte 
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que,  dans  lu  question  présente,  F  est  fonclioft  de/t  F> «1)1  fonolî^ii ide 
f\  et  ainsi  de  suite  rie  second  membre  de  l'équatiop  yrècédejitei  6»t» 
par  conséquent,  une  diflerentielle  exacte;  le  premier  membre  doit 
donc  Tètre  pareillement,  le  temp^  /  étant  regardé  comme  constant. 
Partant,  la  quantité 


^^l  d}u  dv   .    .        \ 


I    îHi;    »     .1     ' 

1*1        !|  llf- 


?'3gt  (sin'^  ~  -+-  aAisin9cos5^  j  —  a/ii4f  8lh*é^^ 


est  elle-même  une  diiFérencc  exacte,  ce  qui  produit  les  doux  é^eliens 
suivantes  :  j     i     l 


■  TÀî 


ày—rp^  —2n  SIR  0  ces  9 -j-  j       (i(  sm»0  -^  +  asinOcosO^--  1 


i«  • 


a/w*sin9cos0 


dt) 


ds 


::= —  a/li 


^ê • 


»  • 


En  intégrant  coâ  équations  par  rapport  à  /,  et  observant  qae»  à  rori« 
gine  du  mouvement,  on  a  !•   •     .-ii.i   ,1 


£1=0, 


du 
di 


=  0, 


V  =ZO 


dv 


'  \:  *î''-'»(| 


^  de  ""^'   J*  '»aî:i:..-  I. 


on  aura 


(4) 


a/iç'  sind  cos 


9j       d(sïn*9^  -{-2 nu iindcosO) 


•     riM  ■ 


t  ■>  » 


(5) 


U     1^" 


(^ 


2/15* 


V  sin0cos0| 


(?5 


dô 


—  2/W— ^ r^;^ -9 


dS 


et  ces  deux  équations  tiendront  lieu  de  Téquation  (3),  parce  que,/ 
étant  indéterminé,  si  ces  équations  sont  satisfaites,  on  pourra  déter- 
miner p  de  manière  que  Téquation  (3)  soit  pareillement  saUafidte; 
mais,/?  disparaissant,  comme  on  Ta  vu,  de  l'équation  à  la  surface  supé- 
rieure, il  faut,  pour  les  points  de  cette  surface,  non  seulement  mêles 
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équations  (4)  et  (5)  soient  satisfaites,  mais  que  l*équation  (3)  le  soit 
encore,  en  y  supposant  S/i  =  o  ;  voyons  ce  que  devient  alors  cette  équa- 
tion. 

V. 

Soit  G  l'attraction  du  sphéroïde  et  du  fluide  à  Torigine  du  mouve- 
ment sur  un  point  m  de  la  surface,  pour  lequel  l'angle  /wCa  était  égal 

à  0  4-  aw,  le  rayon  Cm  égal  à  i  4- yX  4-  /y -+-  aqu^  -+-  ^/i^-jl»  et  la  lon- 
gitude égale  a  CT  4-  71/  4-  olv;  soit  encore  6  la  droite  suivant  laquelle  agit 
cette  attraction;  cette  droite  coïncide  avec  le  rayon  C/w,  aux  quantités 
près  de  Tordre  q,  en  sorte  que  si  Ton  fait,  pour  abréger.  Cm  =  s\  on 

pourra  supposer 

5S  =  35'4-7  3N, 

N  étant  fonction  de  0;  maintenant,  dans  l'équation  (3),  on  a  pour  le 
cas  de  l'équilibre 

du  (Pu  dv  d*v 

—r-z=zo,         —-—=0,         --- =  o,         — 7--=o; 
dt         '  dt  '  dt  •  dl*  ' 

de  plus,  comme  il  s'agit  d'un  point  placé  à  la  surface,  il  y  faut  sup- 
poser S/>  =  g;  si  donc  l'on  observe  que  dans  ce  cas  s  -{-  0Lr  =  s'  et  que 
la  somme  des  termes  F  8/ -h  F'  S/"'  4- . . .  est  égale  à  l'attraction  du  sphé- 
roïde et  du  fluide  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction  et,  par  con- 
séquent, égale  à  G (§5  4-  ySN),  on  aura 


/i« 


—  a  [  s' s  i  n  (  0  4- a  tt  )  ]  *  =  G  (  35' 4- 7  dN  ) . 

Lorsque  le  point  N  arrive  pendant  l'oscillation  sur  le  rayon  Cm,  il  ne 
se  trouve  point  à  la  distance  s"  du  centre  C,  mais  à  la  distance  s  4-  ar; 

la  différence  est  5  4-  ar  — /  ou  af  r  —  qu-r^  ~'"^)î  soit 

en  sorte  que  (xy  exprime  la  hauteur  du  point  N  du  fluide  au-dessus 
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de  la  surface  d'équilibre,  que  nous  regarderons  comma  1^, véritable 
niveau  du  fluide;  rattraction  du  sphéroïde  et  da  fluî<i(^,  telf  49*Us 
étaient  à  l'origine  du  mouvement,  sur  le  point  N,  ne  diffère  de  6  qm 
d'une  quantité  de  Tordre  a/.  Soit  G  +  ayE  cette  attraction  ;  elle  n*i§it 
plus»  comme  précédemment,  suivant  la  droite  S,  mais  sùirant  une  non- 
velle  droite  S\  dont  la  direction  coïnciderait  avec  celle  dai^yeai- Cm, 
si  Ton  avait  /=  o  et  ^  =  o,  et  qui  serait  égale  à  Ç,  si  Too  ayilit  ^^ ;=; o; 
on  peut  donc  supposer 

l'attraction  du  fluide  et  du  sphéroïde,  tels  qu'ils  étaieqf  kVor^pififitJW 
le  point  N,  placé  à  la  distance  s  -{-  ar  du  centre  G»  ce^a  ^j^içecUni^ 
dis-je,  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction,  est  conséaiieiiimeat 
égale  a  (G  -h  a^H)  (S/  -h  a  Sy  -h  y  SN  -+-  aqy  SN');  donc,  si  Tan  néglige 
les  quantités  des  ordres  ayq,  OLn^r,  an^qu  et  si  Ton  otisèr^ë^èh  niëne 
temps  que  8ï  est  de  Tordre  7SO,  et  que  G  est,  aux  quahtltéiej  pir^  dé 
Tordre  q,  égal  à  la  pesanteur  g,  on  aura 


.r 


Après  le  temps  /,  le  fljuide  n'a  plus  la  même  figure  qu'i4^4iri|ptae'iia 
mouvement,  et  l'attraction  de  la  masse  du  fluide  est  vii^tfclemeitt  égde 
à  ce  qu'elle  était  à  l'origine,  plus  à  l'attraction  de  la  différence  dé  dea 
sphéroïdes  de  même  densité  que  le  fluide,  dont  Tun  aurait  jK  et  raabre 
s'-hay  pour  rayon;  cette  attraction  est,  aux  quantités  près  de  Foidfe 
oLyq^  la  même  que  la  différence  des  attractions  d'une  sphère  de  même 
densité  que  le  fluide,  et  dont  le  rayon  est  i,  et  d'un  sphéroïde  de 
pareille  densité,  et  dont  le  rayon  est  i  4-  aj;  soit  donc  ayA  cette  dif« 
férence  d'attractions  et  e  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit;  on  mtk 
pour  l'attraction  du  sphéroïde  et  du  fluide,  après  le  temps ^'^ 
pliée  par  Télément  de  sa  direction, 


*,  -■ 


(G-+-ayH)ô6'H-a/Aâ£. 


•  '  t 
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Considérons  maintenant  un  astre  quelconque  S,  dont  la  distance  au 
centre  C  soit  A,  et  la  distance  au  point  N  soit  /,  /  étant  fonction  de 
s  -\-ar,  6  4-  att,  ct  -f-  /ï/  -h  f',  et  des  quantités  qui  déterminent  la  posi- 

tion  de  l'astre  S;  on  aura  -^  pour  Faction  de  cet  astre  sur  le  point  N; 
en  multipliant  cette  force  par  l'élément  Bf  de  sa  direction,  on  aura 
—  S  S^  pour  produit.  Comme  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  déter- 
miner les  oscillations  absolues  du  fluide  dans  l'espace,  mais  ses  oscil- 
lations sur  le  sphéroïde,  nous  supposerons  le  centre  C  immobile;  il 
faut  Conséquemment  transporter  en  sens  contraire  au  point  N  l'action 
de  S  sur  C;  pour  cela,  concevons  que  l'action  à  transporter  soit  celle 
de  S  sur  un  point  R,  éloigné  du  centre  C  de  la  distance  CR  =  a;  cette 

action,  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction,  sera  —  S  S-^^»  y^  étant 

ce  que  devient  /  lorsqu'on  y  change  5  -h  ar  en  a;  or  l'action  de  S  sur 
R,  transportée  au  point  N,  est  la  même  que  l'action  d'un  second 
astre  S',  égal  en  tout  au  premier,  et  situé,  par  rapport  à  N,  de  la 
même  manière  que  S  l'est  par  rapport  à  R;  en  prenant  donc  C",  tel 
que  C'N  =  CR,  C  pourra  être  considéré  comme  le  centre  des  angles 

différentiels  Sô  et  Sci,  dans  la  différence  Bj^;  mais,  si  l'on  transporte 

le  centre  de  ces  angles  au  point  C,  il  est  clair  qu'il  faut  alors  changer, 

I  dans  è:?7>  ô8  en  ^^ — i  Su  en  ^^ —  et  àa  en  ùs-^ol-t-  as. 

\  /'  a  a  os 

Soit  (S 77)  ce  que  devient  alors  S^;  si  l'on  fait  ensuite  dans  cette 

j  quantité  a  =  o,  on  aura'  Sf  S^j  pour  l'attraction  de  S  sur  C,  trans- 

i  portée  en  sens  contraire  au  point  N,  et  multipliée  par  l'élément  de  sa 

direction;  l'attraction  de  l'astre  S  produit  donc,  en  vertu  de  la  suppo- 
sition du  centre  C  immobile,  les  deux  termes  4-  SS^  —  s(S^j>  dans 

le  second  membre  de  l'équation  (3). 

Nous  observons  ici  que,  par  la  même  raison  pour  laquelle  nous  avons 
transporté  en  sens  contraire  au  point  N  l'action  de  S  sur  le  centre  C, 
on  doit  également  transporter  en  sens  contraire  à  ce  même  point  l'at- 


\ 


I 
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traction  sur  le  point  C  d'un  sphéroïde  dont  la  densité'  'est  ^  et  le  nyût 
2  +  aj,  moins  l'attraction  d'une  sphère  de  même  dennté»  et  dont  k 
rayon  est  i,  et  comme  cette  dernière  attraction  est  éndemmeiit  Anlle, 
il  suffit  de  transporter  en  sens  contraire  au  point  N  Taction  du  fphé- 
roide  précédent  sur  le  point  C;  mais  il  est  aisé  de  s^assorer  a  priori 
que  cette  action  doit  être  nulle;  car  c'est  un  théorème  connu, et  fadle 
à  démontrer,  que  si  un  nombre  indéfini  de  corpuscules  trëe  Toiaina  les 
uns  des  autres  sont  attirés  par  un  astre  éloigné,  le  centre  de  gravité  du 
système  de  ces  corpuscules  est  attiré  de  la  même  mAniëre  que  s^ib 
étaient  tous  réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité;  on  aait  .4*ûlieiiii 
que  la  position  de  ce  centre  ne  change  point  par  l'action  mutuelle  des 
corpuscules  les  uns  sur  les  autres;  en  rapprochant  ces  deux  tbé|Of)»ei« 
il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  point  C  étant,  à  l'origine  du  mpUTement, 
le  centre  de  gravité  du  fluide  et  du  sphéroïde  qu'il  recouvre^  ei  op  fau 
transporte  à  chaque  instant  en  sens  contraire  l'action  qu'il  éprouve  de 
la  part  de  l'astre  S  que  nous  supposons  ici  a  une  distance  oonsidéraUe 
de  la  planète,  ce  point  restera  immobile  et  sera  toujours  le  lien  do 
centre  de  gravité  du  fluide  et  du  sphéroïde;  d'où  il  résulte  que  raction 
du  fluide  sur  ce  point  sera  toujours  nulle.  On  pourra  d*ailleun  8*éa 
assurer  a  posteriori,  lorsque  nous  aurons  déterminé  la  valeur  de  y. 
Nous  négligeons  encore  l'attraction  du  fluide  sur  le  sphéroïde  qn'il 
recouvre  et  la  pression  qu'il  exerce  lorsqu'il  est  dérangé  de  aon  état 
d'équilibre.  Ces  deux  forces  doivent  produire  de  petits  changements 
dans  la  position  de  l'axe  de  rotation  du  sphéroïde  et  dans  le  moufe- 
ment  même  de  rotation,  ce  qui  peut  influer  sur  les  valeurs  de  «»  9  et/; 
mais  ces  changements  sont  de  l'ordre  oLyq,  puisqu'ils  seraient  nuls  it 
Ton  avait  j  =  o  ou  si  le  sphéroïde  était  une  sphère;  nous  pouvons  donc 
ici  nous  permettre  de  les  négliger.  Au  reste,  le  calcul  de  ces  altérations 
est  très  intéressant,  puisqu'elles  peuvent  influer  sur  la  nutation  de 
l'axe  de  la  Terre  et  sur  la  précession  des  équinoxes;  nous  le  dontierens 
dans  la  suite  de  ces  recherches.  » 

Si  l'on  suppose  maintenant  dans  l'équation  (3)  8p  =  Of  et  que  Toa 
considère  qu'à  la  surface  8s  est  de  l'ordre  ^Sô,  et  que  Ton  fieut  anp» 
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poser  5  =  I ,  on  aura  pour  tous  le»  points  de. cette  surface 

SoientprésentementvrangleSCa.etç  la  longitude  de  l'astre  S;  la  diffé- 
rence des  longitudes  de  l'astre  et  du  point  N  sera  donc  !p  —  n  —  m  —  af  ; 
nommons  ^^  cette  dilTérence;  cela  posé,  la  distance  perpendiculaire  de 
l'astre  auplancleréqualeurestAcosv;sa  dislance  à  l'axe  Ca  est  Asînv; 
donc  sa  distance  au  méridien  qui  passe  par  le  point  N  est  Asinvsimj/, 
et  sa  distance  au  plan  qui,  passant  par  le  centre  C.  est  perpendiculaire 
à  l'équateur  et  au  méridien  do  point  fi,  est  Asinvcosi)/;  on  aura  les  dis- 
tances respectives  du  point  N  k  ces  mêmes  plans,  en  changeant  dans 
les  quantités  précédentes  v  en  0  +  au,  h  ens  +  a.r,  et  en  y  supposant 
•^  =  o;  on  aura  donc 

/'=z[Acosv  —  (*  +  «»■)  C0SC6  +  ««)]'+ A' Bin*vsin*<)i 
+  [A6invcostf  -  (j-t-«r)Mn(e-K-  «,«)]*;     , 

d'où  l'on  tire 


si  l'on  change,  dans  cette  expression  de^js  +  aren  a,  on  aura -^j  donc, 
si  l'on  suppose  h  très  grand,  que  Ton  fasse 


rt  que  Ton  observe  qu'à  la  surface  8s  est  de  l'ordre  f  SO,  et  que  s  est  à 
Ir^s  peu  près  égal  à  i ,  on  aura 


0)1'- 

i4 
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de 

Il  est  aisé  do  voir  quo  —  avA  ^  est  l'alIracMon  perpendiculaire  àCN 
dans  le  plan  du  méridien,  d*un  sphéroïde  dont  le  rayon  est  i  +  ay^  et 

ât  'V  \      /f  ^ 

dont  la  densité  est  A,  et  que .— >    /  est  raltraction  du  même  sphé- 

^  sin5  dnj  *^ 

roïde,  perpendiculairement  au  plan  NCa,  ou  dans  le  sens  du  parallèle; 
nommant  donc  aBA  la  première  de  ces  altraelions,  et  aCA  la  seconde, 
on  aura 

Les  quantités  B  et C  ont  entre  elles  un  rap|)ort  remarquable  et  qui  nous 
sera  utile  dans  la  suite;  nommons/ la  distance  d*unc  molécule  quel- 
conque infiniment  petite  du  sphéroïde  que  nous  venons  de  considérer 
au  point  N;  soit  m  la  masse  de  cette  molécule;  son  attraction  sur  le 
point  N,  perpendiculairement  à  CN  dans  le  plan  du  méridien  NCa,  est 


et  son  attraction  perpendiculairement  au  plan  N(la  est 


£.__  (  li  ). 

(S  4-  a/-)  sin5   \  (M/' 


soit  b  la  première  de  ces  attractions  et  c  la  seconde,  on  aura 

âb       O.cs'inO 


n      > 


cette  équation  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  position  de  la  molécule  ni* 
il  est  clair  que  la  mémo  relation  doit  exister  encore  entre  les  deux 
attractions  du  sphéroïde  entier,  en  sorte  que  l'on  a 

an      d.Csin9 

dm  '"       O'Ô 

En  faisant  les  substitutions  précédentes  dans  Téquation  (y)»  elle  se 
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changera  dans  la  suivanlc 

I  ^^{-jjt  ~  '"777^'"^  COS&]  +  ÔBjl  8in*0  -xj-  •+■  an-5-sinflcos9  I 

^î"  *  j  +Kâ9jsinae[|siD*ï  — cos'v  + Jsin*vcos(a9  — ani  — as)] 
J  +a  cosadsinvcosvcos(7  —  «i  — ro)j 

I  +  KdGisinvcosvsinaOsin(i^  —  nt  —  ro) 

1  +  K5iiisin'vsiii'Ssîn(ai))^  int~  aw). 


Reprenons  l'équation  (1)  de  l'article  II  ;  si  l'on  ne  fait  varier  s  que  de 
la  profondeur  du  fluide,  cette  profondeur  étant  supposée  fort  petite,  on 
peut,  en  intégrant  cette  équation,  considérer  dans  toute  l'étendue  de 

(du       dv 
59       ^  " 

cl  comme  étant  les  mêmes  qu'à  la  surface  du  fluide,  ce  qui  donne,  en 
intégrant  l'équation  depuis  la  surface  du  sphéroïde  jusqu'à  celle  du 
fluide, 

(r)étantce  que  devient r à  la  surface  du  sphéroïde;  or  on  a  (r)  =  91/3^ > 

donc 

,   (du       du         cosflN  d\ 

partant,  jetant  égal  ar  —  çu-tq  — /u^.  on  a 

,.,  ,    /du       dv  cose\  ây 

Rapprochons  maintenant  toutes  les  équations  auxquelles  nous  devons 
satisfaire;  nous  aurons  é 
l'équation  (-f),  les  diffét 
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dantcs,  elle  donnera  les  suivantes 

-7-r  —  a  /i  -=-  sin  9  cos  0 
dt^  lit 

(7)     {      =--^|-^«^ 

4-  K  I  sinad[^  siii*v  -■  cos-v  -h  {  siii'v  003(29  —  a/il  —  aw)] 

-h  'j  cos'i{?siiivcosvcos(9  —  ni  —  tj)\ 

OU,  en  substituant  au  lieu  de  y  sa  valeur. 

/  —TV  —  a  /i  -1-  sm  7  cos  5 
al*  al 

,      d'U         ,    f>y  <)u       ,      â-y       .        ô'V 


09 


'^55 i-^'«'î'  —7-  -^'^'j9  -si-ïïF -^"^ 

-^  (  sin3  9[^  sin'v  —  cos'v  4- }  siii'vcos(39  —  a«/  —  ac)]) 
(      -+- acosaOsiiiv  cosvoos(9   - /!/ —  BJ)  ^' 


/  d^  V  du  (}  y 

-t:;  sin*0-+-2/i-7-sin9cos^^—  '"-^  -h  CAsiii(? 
dl*  dl  ^  ôtn 


(9) 


-t-  K  sinvcosvsîii2(?sin(9  —  ni  —  m) 
-+-  Ksin'vsin*9sin(a9  —  uni  —  aw): 


OU,  en  substituant  au  lieu  dey  sa  valeur, 

/  d^i^  .  ,^  du  .   ^       ^ 

-7- sin' 9  4- 2 /i -7- sin  9  COS  y 
i  dt^  dl 

I  ,      ô^v        .       ô^u         ,      COS  9  du        ,    «h/  du 

-H  Ksinvcosvsin2  9sin(9  —  /i/  —  cr) 
H-K  sin*vsiii*9sin(5i9  —  inl  —  am). 

Il  faut  ensuite  satisfaire  pour  tous  les  points  du  fluide  aux  doux  équa- 
tions 

^^^  d^  ^  dô  "' 
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ot  ' 

(5)  -^ ^5 /=-.,n5— 5g 

Il  faut  enfin  satisfaire  à  ces  conditions  :  que  Ton  ait  à  l'origine  du 

dv  du  .  dv 

mouvement  y  =  Oy  ^  =  o,  m  =  o,  ^  =  o,  i^  =  o  et  j-  =  o. 

VII. 

Supposons  d'abord  que  la  planète  et  le  fluide  n'ont  aucun  mouve- 
ment de  rotation  et  qu^,  à  l'origine  du  mouvement,  leurs  figures  ont 
été  sphériques;  il  faut  faire  alors  dans  les  équations  précédentes  a  =  o 
et  Y  =  I ,  ce  qui  réduit  les  équations  (6),  (8)  et  (lo)  aux  suivantes  : 

,     ,  ifdu       dv  cos0\ 

^     '  "^  \dO       ans         smb  J 


(la) 


)      ^QS0 

BA  -+-Ksin2  0[Asin*v  —  cos'v -h  |sin*v 008(29  —  2bj)] 
2K  C0S2  9  sinv  cosv  cos(cp  —  bj). 


tt  d*v   .    ^^       ,    d^v       ,     d*u        ,    cosO  du 

\  dt^  °  dra*        °  dusdS       ^  smd  dm 

^'   ^     1  +CAsind +  Ksinvcosvsin29sin(9  —  m) 

Ksin*vsin*0sin(29  —  2cj); 


Téquation  (4)  donne,  en  y  faisant  /i  =  o  et  en  l'intégrant  par  rap- 
port à  /, 

,  ,.  du      d.vsin^ô 

(>4) 


dfo  dO 


et  l'équation  (5)  donne 

(.5)  -57-=°' 

Supposons  d'abord  le  fluide  infiniment  rare,  ou  A  =  o,  et  cherchons 
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los  valeurs  do  u  ol  de  i'  qui  peuveul  salisiairc  ù  ces  équations;  en  con- 
idérant  réquation  (  i-i),  il  est  assez  uaUirel  de  croire  que  Texpression 
Je  #/  peut  avoir  la  forme  suivante 


^ 
( 


n  .  .  X  s'xniO  .-  z  eosa<5; 

r  et  z  élant  Fonetions  de  n  et  de  /,  sans  0,  voyons  conséquemment  h 
retle  supposition  peut  se  soutenir  et  quelles  sont  les  valeurs  de  i/ et 
lie  r  qui  en  résultent. 

Kn  substituant  la  valeur  précédente  de  u  dans  Téquation  (i4)* 
on  aura 

J.i'sin*^         .      ^*i.r  ^dz 

r, —  ■  r-  sin3t;    "  -h  coS2t/-r— : 

(iv  uns  âta 

d*oii  Ton  lire,  en  intégrant  par  rapport  à  0, 


i"  sUi^O  — 


cos '20 \'  '■  sin  a  y  -T h  II, 


'?. 


H  étant  une  constante  qui  sera  l'onction  de  xs  et  de  /,  sans  0;  donc 


_    sinaO    dz        rosu5  ô^v  II 


.;.  sin*^<>cT       2sin'îy(^cj       sin'O 


On  peut  mettre  cette  expression  de  r  sous  une  forme   un   peu  plus 
simple,  en  considérant  que  Ton  a 

sin  a  9  =_-  a  sin6'cos(;,         \  —  cos  a  5  =r  a  sin'i/. 


et  que  Ton  peut  supposer 


Il  ^  L  ^^_  4-  II', 


H'  ne  renfermant  point  0;  on  aura  ainsi 


cos  9  dz       â.v 


^*    =    -7 


H 


-\-  — 


s'inO  âts       dw       s'in^O 


Substituant  maintenant  ces  valeurs  de  u  et  de  i^  dans  Tcquation  (12), 


i 


I   PB 
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elle  deviendra 

.  COS0 

sina^-^—  -}-cos2  0-^-j  =^  —  6igx sit\2d  —  ^Igz  C0S2d  -{-  (^3— j  — ;jg— 

,         sin0  ,    COS0  aU 


de  ^sin'ô  cfey 

H-  Ksin2  0[jsin*v  —  cos*v-h  }  sin'vcos(2  9  —  2w)] 
-h  2Kcos2  9sinvcosvcos(<p  —  m); 

il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  peut  se  simplifier  par  la  supposi- 
tion  de  ^—5  =  —  :;,  et  qu'alors  la  somme  des  deux  termes 

.cos9  ./cosô  A 

..      à -r-s  ai  -7—SCOS29) 

,    O'Z      sm^  ,         \sin0  / 

^^d^^-dT      ^\      '^' Te 

se  réduit  au  terme 

—  2lgzcos29; 

Téquation  précédente  devient  ainsi 

-T-^  -^-ùlgx  —  K[J  sin*v  —  cos*v  H-|sin*vcos(2  9  — -  2ist)]  | 
H-COS2  0    ^-5-  4-6(^5  — 2Ksmvcosvcos(9  —  gj)    4-  2lg  ,   ^^  -^  =0; 

en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  sin26  et  de  COS26,  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  : 

d}x 

(16)  0=  -j-Y  -h6/^:r  —  K[|^sin'v.—  cos'v  h- jsin'vcos(2(p  —  2cj)], 

(17)  o-=.-j-^  +6lffs  —  aKsinvcosvcos(<p  —  in). 


(18)      0  = 


drn 


ll«lii 


Voyons  maintenant  si  ces  mêmes  équations  satisfont  à  Téqua- 
tion  (i3).  En  y  substituant,  au  lieu  de  u  et  de  Vf  leurs  valeurs  et 
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supposant  comme  ci-dessus  g—;  =  —  s,  elle  devient 

^  ,     COS'0  ^^         ir     .     1       .     /  vl 

^  Sin*ô    (7GJ  J 

en  égalant  à  zéro  le  coeflicient  de  sin2  0,  on  aura 

-5 — TT  -HÔ/jÇ'^  —  2Ksinvcosvsin(9  —  cj)=zo, 
Ofsat^  °  dus  \  T         / 

équation  qui  résulte  de  l'équation  (17),  en  la  différentiant  par  rapport 
il  ct;  si  Ton  égale  pareillement  à  zéro  le  coefficient  de  sin^O,  on  aura, 
on  observant  que  COS2O  =  i  —  2sin'0, 

d^x  Ig    (d^x   ,    ,dx\   ,  ttt    dx       «-.,.,  , 


dfs 


Si  l'on  suppose 


d^x dx 


l'équation  précédente  donnera 

or  cette  équation  résulte  de  l'équation  (16),  en  la  différentiant  par 
rapport  à  cr;  on  aura  enfin 

d^W         Iff    d'H' 

0=  —777-   4- 


dt^     '   sin*0  (te*  ' 

or,  on  satisfera  à  cette  équation  et  à  l'équation   (18)  en   suppo- 
sant H'=o. 
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VIII. 

Reprenons  les  équations 

(i6)      0=  -^  -\-&lgx  --  Kf^sin'v—  cos-v-hisin*vcos(a9  —  aoj)], 
(17)  0=  -^  -h6lgz  —  aKsinvcosvcos(9  ~gj); 

leurs  intégrales  renferment  chacune  deux  constantes  arbitraires»  au 
moyen  desquelles  on  peut  remplir  les  conditions  de 

du  dv  dv 

à  Torigine  du  mouvement;  car  il  est  aisé  de  voir,  par  ce  qui  précède, 
que  ces  conditions  seront  remplies  si  Ton  a,  à  cette  origine, 

dx  ^         dz 

œ  =  o,  ^-=0,  z^.o         et  j^z^o; 

mais,  comme  nous  ne  sommes  arrivés  aux  équations  (i6)  et  (17)  qu'en 
supposant 

d^s  ^  d^x ^ôx 

il  faut,  avant  que  de  les  admettre,  s'assurer  si  ces  nouvelles  équations 
sont  compatibles  avec  elles;  pour  cela,  différentions  deux  fois  de  suite 
l'équation  (17)  par  rapport  a  n;  en  faisant 

nous  aurons  l'équation  suivante 

0=  --7^  -\-6lgz'  —  aKsinvcosvcos(9  —  bt). 

Cette  équation  est  précisément  la  même  que  l'équation  (17);  de 
plus,  les  deux  constantes  arbitraires  de  son  intégrale  sont  encore  les 

ORuwreê  de  L,  ~  IX.  i5 
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mêmes  que  celles  de  l'équation  (17)»  car  puisque»  à  l'origine  du  mou- 
vement, on  a 

dz 
5  =1  o         el         -3-  —  o, 

at 

on  aura  pareillement  à  cette  origine 

-rj---:z=0  ou  Z'~0 

et 

à^z  dz' 

dm*  ôt  dt 

donc,  les  constantes  arbitraires  de  l'équation  en  z'  sont  déterminées 
par  les  mêmes  conditions  que  celles  de  l'équation  en  z\  partant, 

d^z 

Zz=zz'  OU  --—  T=  — 5. 

Pareillement,  si  l'on  diflFérentie  l'équation  (16)  une  fois  par  rapport 

à  17,  et  que  l'on  fasse 

dx , 

on  aura 

0=  -^-j-  -h^lgx'  —  K8in*vsin(29  —  2©); 

si  l'on  différentie  cette  dernière  équation  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  xs,  et  que  l'on  fasse 

on  aura 

d'^x' 
0=  -^-5-  -1-6/^^7''— Ksin*v sin (29  — a©); 

cette  équation  est  la  même  que  l'équation  en  â/;  de  plus,  les  con- 
stantes arbitraires  sont  les  mêmes,  puisque,  ayant  à  l'origine  du  mou- 
vement 

dx 
j?  z=  o        et        -^  z=  o, 

dt         ' 
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on  a  à  cette  même  origine 


et 


on  a  donc 
partant. 


dx 

ou 

X^            0, 

â^x 
âxadt 

ou 

dx' 

dt    ^' 

â^x 

ou 

x'^         0 

d^x 

ou 

x'  -^x"; 

dx" 
dt       ^' 

—  ~4^ 

ou 

d^x           ,  dx 
dm*           ^dm 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  w  et  de  ^  ont  été  bien  choisies, 
puisqu'elles  satisfont  aux  équations  (12),  (i3)  et  (i4)  et  aux  condi- 
tions primitives  du  mouvement;  rassemblant  donc  les  expressions  pré- 
cédentes» nous  aurons 

u=zx  sin2ÔH-:;cos20, 
COS0  dz       dx 


V  = 


sinO  dm   '   dm^ 

réquation  (11)  donnera 

et  Ton  déterminera  â?  et  2  au  moyen  des  deux  équations 

d^  X 

(16)  0=  -^~  'i-6lgx  —  K[|sin*v  —  cos'v  -h  ^sin^v  005(29  —  2m)], 

(17)  ^=  j*î  -t-6/^5 -- 2Ksinvcosvcos(9  — ct). 

Les  équations  précédentes  servent  à  déterminer  le  mouvement  du 
fluide  à  la  surface;  on  aura  celui  de  tous  les  points  intérieurs,  on  con- 
sidérant que  réquation  (i5)  donne,  en  Tintégrant,  s^u  égal  à  une  fonc- 
tion indépendante  de  s;  donc,  s  étant  toujours  très  peu  différent  de 
ronité,  l'expression  de  u  sera  la  même  pour  tous  les  points  originaire- 
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ment  situés  sur  le  même  rayon  CN.  Il  est  facile  de  conclure  pareille- 
ment de  Téquation  (i4)  que  la  valeur  de  ç  est  la  même  pour  tous  ces 
points;  enfin  l'équation  (i)  donne,  en  l'intégrant  et  en  considérant 
que  la  profondeur  du  fluide  est  toujours  fort  petite, 


/du       dv         cos0\  ôX 


\ 


c7  étant  la  distance  primitive  du  point  du  fluide  que  Ton  considère  à  la 
surface  du  sphéroïde;  la  détermination  du  mouvement  de  tous  les 
points  du  fluide  se  trouve  ainsi  réduite  à  l'intégration  des  équations 
(i6)  et  (17);  or  la  loi  du  mouvement  de  l'astre  étant  supposée  connue, 
on  aura  A,  v  et  9  en  fonctions  du  temps  t;  ainsi  on  pourra  intégrer  ces 
équations  par  les  méthodes  connues. 

IX. 

Nous  avons  supposé  dans  les  articles  précédents,  la  densité  A  du 
fluide  égale  a  zéro,  et  cela  nous  était  nécessaire  pour  connaître  la 
figure  qu'il  peut  prendre;  supposons  maintenant  A  quelconque;  pour 
intégrer  dans  cette  supposition  les  équations  (12)  et  (i3)  de  l'ar- 
ticle VU,  il  est  nécessaire  de  connaître  BAetCA;  nous  avons  vu  (art.  Y) 
que  aBA  est  l'attraction  horizontale  dans  le  sens  du  méridien  d'un 
sphéroïde  dont  la  densité  est  A,  et  le  rayon  i  +  aj^,  et  que  aCA  est  l'at- 
traction horizontale  du  même  sphéroïde  dans  le  sens  du  parallèle  ;  or 
j'ai  fait  voir  ci-dessus  (voir  les  recherches  précédentes  Sur  la  loi  de 
la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes)  (  *  )  que  Ton  a 


>ff     y.1C 


«BArz:— «Al      /    sïnp -T-^  y'dpdg 


et 


'^='^^X  X  l^ç^''"^' 


0      «^0 


OÙ  l'on  doit  observer  :  i**  que  y  est  pareille  fonction  de  6'  et  de  tzr', 

(»)  Page  78. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  117 

que  j' l'est  de  6  et  de  ©;  2"  que  l'on  a 

co86'=cosÔH-asin*/>sin^sin(0  — 7)  =  cos 0  cos'/> -4-  sîn'/?cos(0  —  aç) 
et 

3®  enfin  que  les  doubles  intégrales  précédentes  doivent  être  prises 
depuis  p  et  q  égaux  à  zéro  jusqu'à  p  cl  q  égaux  à  ir,  et  qu'ainsi  l'on 
peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  Vcospdqdp,  P  ne  renfermant  que 
des  puissances  paires  de  cosp.  Concevons,  cela  posé,  que  Ton  ait, 
comme  précédemment, 

yz=l(3z&\n29—  Sjrcosad  -  -  jt y— ^  J, 

uz=x  sin  2  0  -h  5  cos  2  6 

et 

COS0  ds       dx 
sin0  ôfs       Ouj^ 

xetz  étant  des  fonctions  de  /  et  de  gt  sans  0,  telles  que  l'on  ait 

d*z  d^Jc       f  àx  _^ 

àw*  âuj^         ârs 

en  intégrant  ces  deux  dernières  équations,  on  aura 

5zz:asin(<p  —  cj)  H-  bcos(^  —  fs) 

et 

X  =  cH-rt'sin(a9  —  acj)  4-  ^'005(29  —  2isj); 

a,  bf  Ct  a\  h*  étant  des  fonctions  de  /  sans  gt  ni  0;  en  substituant  ces 
valeurs  de  js  et  de  j?  dans  l'expression  de  y,  on  aura 

yz=L  2fc(i--  3cos*0)  -f-6/sin0cos0[asin(9  —  bj)  -h  6  cos (9      gj)] 

6/sin*d[a'sin(29  —  aw)  -4-  6' 003(29  —  aw)]. 


Supposons,  pour  plus  de  généralité, 

r=  «(3cos-0  — I) 

-+-[a8in(9  — ro)-hftcos(9  -cj)]sin9cosÔ(/-4-/»>sin*()-4-/*'sin*(?-h...-h/''Jsin='-ô) 
-+-ta'8in(a9  — 2Bj)H-6'co8(29~aw)]sin*9(/?-f-/>f>)sin'(?-4-;»'*>sin*9-h...  H^«'>sin='*6), 
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on  aura 

/--£(3cos*^~i) 

-h  [a'sin(29  —  qw')  h-  ^'cos(2o  —  2xn')  sin*0'(/?  -h p^^^sîn^Q'-^, .  .-f-/>^'">sin"'^'); 
maintenant  on  a 

sin(  9—  Gy')=z=sin(  9—  gj)cos(  ts'—  w)— cos(  9—  cï)sin(  rn' —  cr), 
cos(  9—  tïy')=icos(  9—  cy)cos(  xs'—  Gj)-hsîn(  9-—  iij)sin(  w'—  cj), 
sin(29  —  2cj')  =  sin(29  —  2vs)  cos(2gi'—  2w)  —008(29  —  2cj)  sin(2Gy' — 2w), 

COS(29  —  2Cj')  =  COS(29  —  2TÏJ)  cos(2ïït'—  2CJ)  -h  sîn(29  —  2w)  sin(2Tij'— 2BJ); 

don(î 

r  =  £(3cos-0'— I) 

-T- 1  [fl' sin (9  —  w)  ■+-  ôcos(9  — cj)]cos(bt'—  cj)  -t-[6sin(9—  bt)  —  acos(9  — w)]  sin(Gj'— tït)  j 
xsinô'cos^'(/-h/»)sin»0'4-...H-/''Jsin»'-0') 

j[a'sin(2  9— 2iîj)H-6'cos(2  9— 2ro)]cos(2Gy'— 2Tiy)^-[6'sin(2  9— 2Gj)— a'cos(29— 2cj)]sin(2CT'— a 
X  sin'9'(/> -H /><*>sin«0'-i-. .  .-4- /><'-)sin«'-0'). 

On  tirera  facilement,  des  valeurs  de  cosô'  et  de  sin(tar'—  gj), 

sinô  —  2sin*^8in7CO8(0  —  q) 


cos(   ct'—    ct) 


biu(;' 


,  4sindsin/>cos'/9sin^-4- 4^n'^cos^sin7  sîn(d-~  29) 

Sin(2C7  —  2CJ)  =^ : — TTT 9 

,      ,          .       [sinôcos*/5  -i-sin*;?sin(0  — 27)]»—  4sin'/?cos'/>sin*<7 
cos(2cj  —  2CJ)  —  sin*6' ' 

on  aura,  cela  posé,  en  négligeant  les  termes  qu'il  est  permis  de  négliger 
d'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  ci-dessus. 


/"»  î»  •■  '^ 


1   Jo     siiiy-^ 


0       *^0 

lit      ^1: 


f      /    2sin/?cosVcosÔ'(/-h/'*>8În-ô'-4-. .  .-h/^''^sWS')dpdm 


0       «^0 

lit      X.1C 


f      /    4sin/>cos^^sin0(/>  -»-/><*>sin'0'H-. .  .H-/?t''>sin*'"ô')cS 
0    «A 


I    l\  sin'/?  cos'/>  sin  (0  —  2^)  (/?  -+-/?<*^  sin*Ô' -+-...  H- /?^'*J  sii 
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Or  on  a  généralement 

=  1    sin(0  — aç)  {i  — [cos0cosV-+-sin*/?cos(9  —  27)]^  ^^dqi=LO\ 

en  a,  de  plus, 


•1C      y.1C 


/      /     %V£Lp  COS'/?  COS*l*^*  6'  c(p  dq 


%%      AK 


•/    sin/> cosV[cos6 cos*/> h- %vo}p cos{0  —  2  7)]*i*-^*df/> é/7; 


si  Ton  considère  maintenant  que 


/Z0%^ (fi  —  iq)dq  z=L  Q 


lorsque  1  est  impair,  que 


1 . 3 . 5 . . .  {  —  I 


Jf     cos'(^  — 7)d^  — 
lorsque  t  est  un  nombre  pair,  et  que 

on  trouvera 


>K      ^« 


/    sin/>  cos'p  cos*ï*"^*  0'  dp  dq 


I   (4(*4-3)(4f*H-i) 
iîL_/      ^  i.a  (4/*  +  3)(4H  +  ')(4f*-i)(4f*-3)''°* 


4f*  +  5 


4-5-6  (3f*H-l)...(2K-4)  cos,pi_,(J 

1.2.3  (4f*-i-3). .  .{4(A  — 7) 
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On  aura  pareillement 


cos«»^0-h-  ^iii|ii_LL__cos«i*-«0 
I  (4fx  +  3)(4/i  +  i) 


Si  l'on  substitue  présentement,  au  lieu  de  sin^ô',  i  —  cos^ô',  dans  la  va- 
leur précédente  de  G,  et  que,  après  avoir  intégré,  on  restitue  i  —  sin'ô 
au  lieu  de  cos'ô,  on  trouvera  pour  CA  une  expression  de  cette  forme 

C A  ^  [6  sin (9  —  Gj)  —  a cos(<p  —  cj)]  cosô(X  -h  >(«> sin'ô  4-  X<»)8in*0  -h . . . -f-  X^"^  sin*'-^) 
-r  [b'  sin(2(p  —  2îs)  —  a'cos(a(p  —  aw)]  sin^(/  -h  /l(»>sin«0  -h  /(<«>sin*0  -^ . . . -4-  /<'">si 

X,  X<*\  . . .,  i,  i^*\  . . .  étant  des  coefficients  constants  que  Ton  déter- 
minera facilement  par  ce  qui  précède,  et  Ton  aura 

>.,.,^4A7r/(-'         et        ^('.=  ?^i!^. 
4a- -+-5  /^r-h5* 

ayant  ainsi  G  A,  on  aura  sur-le-champ  BA,  par  la  remarque  de  l'article  V, 

car  l'équation 

dB_  a.Csing 

que  nous  avons  trouvée  dans  cet  article,  donne 

BA  =  A/     — -TV — c/gt  +  HA, 

H  étant  une  fonction  de  6  sans  cr;  or  B  étant,  comme  on  l'a  vu,  égal  à 
—  /     /    sinp^^^ydpdq^  il  est  clair  que  l'on  aura 


lie      AK 


'0       •'0 

d'où  l'on'tire 


H  =  -y  f  ,^inp^{3cos^e'^i)dpdq; 


H  =  —  ^Tresinad. 
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Dans  la  question  présente,  nous  avons 

e= — 2  le,        r  =  Of        /=6/        et        p:=i6l; 

partant, 

CA  =  [6sin(9  — gt)  —  a  ces  (9  —cr)]  Y  tu  A/ ces  S» 

-h  [b^sm{2o  —  2By)  —  «'005(29  —  '2xn)]^r.  llsinO 

OU 

donc 

a  CA  = -'j^Tra  A/r  sinO; 

on  aura  pareillement 

'""(J-Csinô 

d*où  Ton  tirera  facilement 

aBA  =  V«^^'"; 


BA  =  Vî^ A/csmaÔ-f-  I     — ^ —  dus; 


les  équations  (12)  et  (i3)  deviendront  ainsi 

-4-K  J8in20[isin*v  — cos*vH-|sin'vcos(29  —  2bj)]  h-  2cos  2dsinvcosvcos(9  —  cj)j, 
+  ^7cA/i'8in'6-+-Ksinvcosvsin2  0sin(9  —  bt)  -+-  KBin'vsin'dsin(2  9  ^  ats);, 

en  intégrant  ces  équations  par  la  méthode  de  l'article  VII,  on  parvi(Mi- 
dra  aux  deux  suivantes  : 

(19)  o  =  ~2-j--»-(6/^  — V^7rA/)ar— K[Jsin'v  —  cos*v  4-  Jsin'v  008(29  —  ara)], 

(20)  o  =  -rY  -+-(6/^  — Vr A/)5— 2Ksinvcosvcos(9  —  ct), 

équations  qui  ne  diffèrent  des  équations  (16)  et  (17) qu'en  ce  que  g^se 

QEm^res  de  L. -^  IX.  l6 
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change  en  g-—  {tcA;  d'où  Ton  voit  qu'à  cette  différence  près,  lorsque  le 
fluide  a  une  densité  quelconque,  son  mouvement  se  détermine  précisé- 
ment de  la  même  manière  que  lorsqu'il  est  infiniment  rare. 


X. 

Pour  donner  une  application  des  formules  précédentes,  supposons 
que  l'astre  reste  toujours  a  la  même  distance  du  centre  G  de  la  planète 
et  sur  le  même  parallèle,  mais  qu'il  tourne  autour  de  la  planète  avec 
un  mouvement  angulaire  égal  à/n/;  K  et  v  seront  alors  constants,  et  si, 
pour  plus  de  simplicité,  on  prend  pour  premier  méridien  celui  où 
l'astre  se  trouvait  à  l'origine  du  mouvement,  ou  lorsque  f  =  o,  on  aura 
(f  =  mt;  soit  de  plus 

on  aura,  en  intégrant  les  équations  (19)  et  (20), 

¥¥•      *.¥  M.      I^/i-«  «V         Ksin'v  .       ^  . 

M   •      *      TM          *      aKsinvcosv 
5  =Msma^-f-Ncosa^H r r — C08(in/  — gt); 

H,  L,  M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires  qu'il  faut  déterminer  par 
la  supposition  de 

dx  ^       dz 

^  =  0,        -^=0,        z  =  o       el        -^^=0, 

lorsque  /  =  o,  ce  qui  donne  les  quatre  équations  suivantes 

T     .    K,,   .  ,  ,  .         Ksin'v 

a'  aa*--8in* 

„      mKsin'v  . 
o  =  an  H — = — 7 — r  smam, 

XT        aKsinvcosv 
0=  W  H -5 5 — cos«j,  , 

^\K  .    amKsinvcosv   . 
o  =  am.  H r smcj; 
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on  aura  ainsi 


a 

Ksin'v 
2  à 


tsin'v     r      /       -          V                         ,      2/n  .  .       1 

5 — 5 — 5 1  C08(a/nr— -  2w)  —  C0S2VJ cosat sinacjsina/  I 


aKsinvcosv  V      ,    ^        .  m  .        .       1 

-  = i i —  I  cos(mi  —  m)  —  cosGJcosa^ smcjsina^  1 , 

a*— m*      L  «  J 

ce  qui  donne 

«  =  -5 sina 9(1  sin'v  —  co8*v)  (i  —  cosat) 


a 

Ksin'v 
a  a 

aK8mvcosv 
~à 


•  — 8/w*  L  ûf  J 

smvcosv  />r       /     .         V  /n   .         .       "I 

i r — cosa9|  cos(m/  — gt)  —  cosxncosat sinc7  8ina^ 

' — m*  L  "  J 


cosd  aK8invcosv  f  .    .  ^        .  m  .        | 

8inO       a*-- m*      L  ^  J 

Ksin'v    r  •    /       *           V        .                 ^      2/w  .      .1 

H — î — 7 — ;    sin(2mt—  aro)  ■+■  8inaGJC0sa^ cosacrsina/ 

6/K8invcosv   .      /^  f       /     .         v  .      f^^  •        •      /I 

■^  or-- m*  L  ^  J 

3/Ksin'v  .  .^  r       /  V  ^^   ' 

H — s — ; — rsin*0    C08(am^  —  aw)  —  cosacrcosa^ sinamsina/ 

a* — 4''*  L  ^ 

/K 
5-  (i  sin*  V  —  C08' v)  (1  4-  3  co8  a  0)  (  i  —  cosa^)  ; 

telles  seraient  les  valeurs  de  u,  v  et 7,  si  la  planète  n'avait  aucun  mou- 
vement de  rotation . 

Si  Ton  suppose  Tastre  attirant  au-dessus  du  pôle  ou  à  Torigine  do 
Fangle  6,  on  aura  le  cas  que  M.  d'Alembert  a  traité  dans  ses  excellentes 
BecAercAet  sur  la  cause  des  vents;  dans  ce  cas,  v  =  o  ;  partant  on  a 

u=:  -;sina9(cosa/-— i). 
or 


/K 

y=z  — 5-(n-3cosa0)  (i  —  cosa^î 


124  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

XI. 

Le  cas  que  nous  venons  de  considérer  serait  à  peu  près  celui  du 
Soleil  et  de  la  Lune  par  rapport  à  la  Terre,  si  cette  planète  n'avait 
pas  de  mouvement  de  rotation  sur  son  axe;  on  aurait  donc  alors,  par 
Tarlicle  précédent,  les  lois  des  oscillations  des  eaux  de  la  mer,  en  la 
supposant  partout  de  la  même  profondeur;  mais  on  doit  observer  que 
les  termes  qui,  dans  ces  expressions,  sont  indépendante  de  la  position 
actuelle  de  l'astre  attirant,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  son  aspect 
par  rapport  aux  différents  points  du  fluide,  doivent  s'anéantir  à  la 
longue  en  vertu  du  frottement  et  de  la  ténacité  des  parties  fluides;  ces 
termes  sont  évidemment  ceux  qui  sont  multipliés  par  sin  at  et  par 
cosa/;  en  les  négligeant,  on  aura 

u  =  -=(4sin'v—  ces*  v)  sin  2  6 

Ksin'v      .      û       ,       ,  X       aKsinvcosv  ^ 

2a* — 8/71*  '  a* — m*  ^  ^ 

cosd  2Ksinvcosv   .    ,     ,         ,        Ksln^v     . 


('  =z 


sm 


ê      a^^m*      sin(m^-^)4-^^3;:^,sin(2m/-2iiT). 


y=  — ^-(cos'v  — {sin'v)(i  4-3cos29) 
6/Ksinvcosv   . 


Ksinvcosv   .      fl       ,     ,         ,       3/Ksm*v  .  ,^       , 

-= — sm2  0cos(/nr  —  cj)  -\ r — -, — -  sm'dcos(2mr—  2gj). 

On  peut  parvenir  à  ces  mêmes  expressions  en  supposant  que  les  molé- 
cules fluides  éprouvent  une  légère  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse;  sur  cela,  nous  observerons  que  cette  supposition,  qui  semble 
limitée,  a  cependant  toute  la  généralité  possible;  car,  toutes  les  hypo- 
thèses de  résistance  que  l'on  peut  physiquement  admettre  devant  ra- 
mener à  la  longue  le  fluide  à  un  même  état  de  mouvement,  il  est  indif- 
férent, pour  déterminer  cet  état,  d'employer  telle  ou  telle  hypothèse  de 
résistance;  les  résultats  seront  toujours  les  mêmes  après  un  long  inter- 
valle de  temps,  et  ils  ne  différeront  entre  eux  que  près  de  l'origine  du 
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mouvement,  lorsque  le  fluide  n'est  pas  encore  parvenu  à  son  état  do 
permanence. 

La  supposition  d'une  légère  résistance,  proportionnelle  à  la  vitesse, 

introduit  dans  le  second  membre  de  l'équation  (12)  le  terme  —  p  ^» 

et  dans  le  second  membre  de  Téquation  (i3)  le  terme  —  9  jr  sin*  ô, 

p  étant  une  très  petite  quantité  constante,  dépendante  de  l'intensité 
de  la  résistance;  or,  en  suivant  le  calcul  des  articles  VU,  VIII  et  IX,  il 
est  aisé  de  voir  qu'il  ne  résulte  de  changement,  par  l'introduction  de 
ces  nouveaux  termes,  qu'en  ce  que  les  équations  (19)  et  (20)  prennent 
la  forme  suivante 


0=  -T-j-  -Hp-TT  -ha'j?  — K[Jsin*v  —  cos'v  -h|sin'vco8(a/n/  —  2cj)], 
0=  ^  "^Pdi  "*"^*^  ■"  ^^  sinvcosvcos(/n/  — cj). 


a*  étant,  comme  précédemment,  égal  à  6/^  — ^tcA/.  Si  l'on  intègre 
ces  deux  équations,  et  qu'ensuite  on  néglige  dans  les  intégrales  les 
quantités  périodiques  multipliées  par  p,  à  cause  de  la  petitesse  de 
cette  quantité,  on  aura 

a:  =  W(Hsin^V/a«— {p«+Lcos^V^a*— |p«) 

K,,    .  ,  ,  .  Ksin*v 

-r(ism'v  — cos'v)  H — -- — rC0s(a/n^  —  2cj), 

a'^'  aa*— 8/71*        ^  ^ 


5  =  e"**'(M  sin^v/«'— ip'-H  N  cos^  V'a»— ipO 
aKsinvcosv 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  H,  L, 
M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires  qui  dépendent  des  valeurs  de 

Ad?  dx 

«t  -^9  ^^^'di  ^l'^^g'ï^cdu  mouvement;  or,  quelles  que  soient  ces  va- 
leurs, il  est  clair  qu'après  un  temps  considérable  e't^'  devient  extré- 
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mement  petit;  on  pourra  donc,  après  ce  temps»  supposer 

ir= -î(4sm*v  — cos'v)h r — = — rCQ8(am^  — anr), 

aKsinvcosv 
s  = — cos  (  m/  —  cj)  ; 

d*où  l'on  tire  les  valeurs  précédentes  de  w,  v  et  j. 

Si  l'on  supposait  le  globe  recouvert  d'un  nombre  n  de  fluides  de 
densités  différentes,  et  tels  que  la  somme  de  leurs  profondeurs  fût  très 
petite  relativement  au  rayon  du  globe,  on  parviendrait  facilement,  en 
ayant  égard  aux  attractions  et  aux  pressions  de  ces  différents  fluides,  à 
des  équations  différentielles  dont  on  déterminerait  les  intégrales  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer  dans  les  articles  précédents;  les 
valeurs  de  ££,  v  et  j^  auraient  pour  chaque  fluide  une  forme  analogue  à 
celle  que  nous  avons  trouvée,  et  il  n'y  aurait  de  différence  qu'en  ce 
que  les  quantités  x  et  js,  relatives  à  chaque  fluide,  seraient  détermi- 
nées par  un  nombre  in  d'équations  différentielles  du  second  ordre, 
dans  lesquelles  ces  variables  seraient  mêlées  les  unes  avec  les  autres, 
les  X  étant  mêlées  avec  les  x  et  les  z  avec  les  z  ;  mais  toutes  ces  équa- 
tions sont  facilement  intégrables  par  les  méthodes  connues.  Je  sup- 
prime ici  tous  les  calculs  que  j'ai  faits  sur  cette  matière,  parce  qu'ils 
n'ont  plus,  d'après  ce  qui  précède,  d'autre  difficulté  que  leur  lon- 
gueur; cette  discussion  étant  d'ailleurs  purement  mathématique,  je 
préfère  exposer  avec  étendue  une  nouvelle  méthode  qui,  par  sa  sim- 
plicité, peut  mériter  l'attention  des  géomètres,  et  qui  me  servira  dans 
la  suite  pour  déterminer  les  oscillation^  du  fluide,  lorsque  la  planète  a 
un  mouvement  de  rotation,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature. 

XII. 

Concevons  un  astre  immobile  au-dessus  d'une  planète  pareillement 
immobile,  et  considérons  comme  le  pôle  de  cette  planète  le  point  au- 
dessus  duquel  l'astre  répond  ;  si  l'on  fait  abstraction  du  frottement  et 
de  la  ténacité  du  fluide,  il  résulte  des  formules  que  nous  avons  don- 
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nées  pour  ce  cas  à  la  fin  de  Tarticlc  X,  que  ce  fluide  ferait  éternelle- 
ment des  oscillations  et  que  chacun  de  ses  points  reviendrait  à  sa  posi- 
tion primitive,  toutes  les  fois  que,  par  l'accroissement  successif  de 
Tangle  a/,  cosat  redeviendrait  égal  à  Tunité,  c*est-à-diro  lorsqu'on 
aurait  at  égal  à  un  multiple  de  la  circonférence;  partant,  la  durée  de 

chaque  oscillation  serait  égale  à  —  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  frot- 
tement et  la  ténacité  des  parties  fluides  doivent  altérer  sans  cesse  ces 
oscillations,  en  sorte  qu'elles  cesseront  après  un  temps  considérable, 
et  le  fluide  finira  par  être  en  équilibre  sous  l'astre  qui  l'attire.  Con- 
sidérons-le dans  cet  état  d'équilibre  et  voyons  la  figure  qu'il  doit 
prendre. 

On  aura,  dans  ce  cas,  ^  =  o;  de  plus,  l'astre  étant  supposé  au  pôle, 

on  a  V  =  o;  et  comme  le  fluide,  par  l'action  de  cet  astre,  n'a  éprouvé 
aucun  déplacement  en  longitude,  on  a  (^  =  o;  les  équations  (i  i)  et(^i2) 
de  Tarticle  VII  donneront  ainsi,  en  supposant  la  densité  A  du  fluide 
égale  à  zéro, 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

Y  =  C-\ COS20; 

pour  déterminer  la  constante  arbitraire  c,  on  observera  que,  la  quantité 
du  fluide  restant  toujours  la  même,  on  a 

tic    /«m 


de  là  on  tirera 


partant, 


K 

c  —  —  • 

6^' 


1^ 

y=  g--(i-+-Scos2  6); 


128  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

Téquation 


^'~      sinô       ÔO 
donne  ensuite,  en  l'intégrant, 

u^inO  —  —  gY-;(Jcos0  — Jcos30)-+- A; 

pour  déterminer  la  constante  A,  on  observera  que  l*astre  étant  supposé 
au  pôle,  on  doit  avoir  u  =  o  pour  tous  les  points  du  fluide  situés  au 
pôle;  partant, 

A  =  o        et        1/=:— 2rr-8in2Ô. 

Supposons  maintenant  le  fluide  d'une  densité  quelconque,  et  conce- 
vons que  dans  cette  supposition  u  soit  égal  à  ^sin26,  on  aura,  par  l'ar- 
ticle IX, 

l'équation  (12)  donnera  donc 

soit 

et  l'on  aura,  comme  précédemment, 

v=:  ^— (i-i- 3cosa0)        et        «=— ^-7- sina9: 

partant, 

K'              .               ^TiMe-^K 
—  ^-j^=e     •ou  -î — rrj —e; 


d\)ù  Ton  tire 


K 

e  — , 

a* 


à^  étant  égal  à  iSlg  —  ^r.^l;  donc 


tf  = :sma9        et        r  = -v(< -^- 3cosa 
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XIII. 


Considérons  présentement  le  cas  dans  lequel  l'astre  se  meut  unifor- 
mément sur  le  même  parallèle,  en  conserv^ant  toujours  la  même  dis- 
tance au  centre  C  de  la  planète,  et  voyons  quel  doit  être  alors  l'effet  du 
frottement  et  de  la  ténacité  du  fluide.  Par  la  même  raison  pour  laquelle 
nous  venons  de  voir  que  les  oscillations  du  fluide  doivent  s'anéantir  à 
la  longue,  lorsque  Tastre  est  immobile  au-dessus  du  polo,  quels  qu'aient 
été  d*ailleurs  la  figure  et  le  mouvement  primitifs  du  fluide,  il  est  visible 
que  tous  les  termes  qui,  dans  les  expressions  de  i/,  v  et  v,  dépendent 
de  la  position  primitive  de  l'astre  au-dessus  de  la  planète,  doivent  dis- 
paraître après  un  temps  considérable,  en  sorte  qu'il  sera  impossible  de 
reconnaître  par  l'observation,  et  la  position  de  l'astri»  attirant,  h  l'ori- 
gine du  mouvement,  et  l'instant  auquel  on  doit  fixer  cette  origine.  Ces 
expressions  seraient  donc  encore  les  mêmes,  si  l'astre  avait  eu  une 
position  différente  à  l'origine  du  mouvement,  ou  si  cette  origine»  était 
plus  reculée,  ou  même  encore  si  à  cette  époque  le  mouvement  et  la 
figure  du  fluide  eussent  été  entièrement  différents.  De  là,  il  est  aisé  de 
conclure  que  m,  v  H  y  ne  seront  plus  fonctions  que  de  0,  des  sinus  et 
des  cosinus  de  l'angle  mt  —  us;  car,  si  elles  renfermaient  encore  o,  il 
est  clair  que  les  expressions  de  ces  quantités  seraient  différentes  pour 
les  différents  points  du  fluide  situés  sous  le  même  parallèle;  or  cette 
différence  ne  peut  évidemment  résulter  que  de  la  différence  de  la  posi- 
tion primitive  de  l'astre;  pareillement,  si  elles  renfermaient  encore  le 
temps  t  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement,  l'angle  0  et  les  sinus  et 
cosinus  de  l'angle  mt  —  n  et  de  ses  multiples  restant  les  mêmes,  les 
valeurs  de  u^  v  cty  seraient  différentes,  suivant  que  t  serait  un  peu 
plus  ou  un  peu  moins  grand,  c'est-à-dire  suivant  que  l'on  avancerait  ou 
que  l'on  reculerait  l'époque  de  l'origine  du  mouvement.  Il  suit  de  là 
que,  si  l'on  suppose  comme  ci-dessus  o  =  ml,  on  aura 


du               du       d^u         ^d^u 

dt 

âw 

d}v 
dt'' 

OKmFres  de  L.  —  IX. 

«7 
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les  équations  (îi),  (12)  et  (i3)  donneront  conséquemment 


.(du       dv         cos0\ 


,  r)*  a  à  y      n  A 


-\-  Ksinaô[Jsin'v  —  cos*v-t-  ^sin'vcos(a/n^  —  acj)] 
aK  cosa  d  sinv  cosv  cos{mt  —  bj), 


(F) 

(TCT*  °  dm 

-+-  K  sinv  cosv  sinad  sin(/nr  —  xn) 
-4-  K8in'vsin*9sin(am/—  acj). 

En  diSerentiant  la  première  de  ces  équations  deux  fois  de  suite  par 
rapport  à  cr  et  en  la  multipliant  par  m^  sin^O,  on  aura 

^   '  dm*  dm*  dm^dS   * 

si  Ton  multiplie  la  seconde  par  sin6  et  qu'on  la  différentie  une  fois  par 
rapport  à  6,  on  aura 

H-  K -tq [\  sm*v  —  cos*v  4-  I  sm'v  cos(am/  —  aro)] 

^  d.sindcos29  .  , 

-+-  aK -Tz smvcosvcos(m/  — cï); 

enfin,  si  l'on  différentie  la  troisième  une  fois  par  rapport  à  cr,  on  aura 

1^*^   .  ,.  d^y      .    .   r,àC 

m}  3—5  sm*  0  —  -^sr  ^  _j_  ^  sm  0  3-: 

dxs*  °  dm*  dm 

—  K  sinv  cosv  sin  ad  cos(mf  —  m) 

—  aKsin'vsin*dcos(am/  —  aoy); 

en  substituant  les  valeurs  de     !  ,  .^    et  de  g^,>  que  donnent  ces  deux 
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dernières  équations,  dans  l'équation  (a),  on  aura 

I  ^(m«sin«^-/ff)  =  /^§sin»ÔH-/^'sin9cos0^ 

—  llsinO r^ M  sin  0  -r— 

/K  sinO 7^ (\  sm'v  —  cos*v) 

12/Ksinvcosv  sin*ôcos^cos(/n/  —  ts) 
-l-3/Ksin'vsin*0cos(2/w^-—  any). 

Supposons  d'abord  A  =  o,  et  Ton  aura  pour  déterminer  y  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  second  ordre,  dont  l'intégrale  com- 
plète, si  elle  est  possible,  se  déterminera  facilement  par  la  méthode 
que  j'ai  donnée  pour  cet  objet  dans  les  Mémoires  de  V Aeadémie  pour 
l'année  1778  (*);  mais  il  n'est  pas  nécessaire  ici,  comme  nous  le  ver- 
rons bientôt,  de  connaître  cette  intégrale  complète,  il  suffît  d'avoir 
une  intégrale  particulière.  Pour  cela,  soit 

v  =  c  -4-  Xcos(/w^  —  xs)  -h  €cos(2m^  —  acr), 

£,  X  et  6  étant  fonctions  de  6  seul  et  de  constantes;  en  substituant  cette 
valeur  de  j^  dans  l'équation  précédente,  on  aura,  pour  déterminer  ces 
fonctions,  les  trois  équations  suivantes  : 

d.3^sm0                                     i    •   fl  •      û 
(j9              ^,,    .   .              ,  .c/.sm9smQ9 
o  =  ^ ^^ K(A  sm»v  -  cos'v) ^^j , 

— 3l(ifi'8in*S  —  /^)  =  (^ ^p  sin' 0 -+- (^ sin ^ cos ^-j^-»- 12/Ksinvcosv  sin' 9cos 9, 

-46(m»sin»5-/'^)  =  /^^sin'Ç-+-//n^sinÇcos0j|-h  3/Ksin«vsin^9. 

Pour  satisfaire  à  ces  équations,  on  fera 

£=«-+-  ftCOS2'3, 

\  z=:csin29, 
6  r=:esin'9; 

(*)  Page  5  du  présent  volnme. 
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a,  b,  c  ete  étant  des  coefficients  constants,  et  l'on  trouvera  facilement 

b  =z  —  (cos*v  —  i  sin*v), 


C  = 


6/Ksinvcosv 
6ig  —  m* 


_   3/Ksin«v 

partant,  on  aura 

7  =  a  H (cos*v  —  |sin'v)cosad 

6/Ksinvcosv   ,      ^       ,     ,         . 

H jTi r— sinaôco8(mr  —  w) 

olg  —  m* 

3/Ksinv*    .  ,-        ,       ^  . 

•+■  ^-i 7 — rSin*0cos(2/nr—  aw); 

olg  —  ^m* 

pour  déterminer  la  constante  a,  on  observera  que  Ton  doit  avoir, 
comme  on  Ta  vu  dans  l'article  précédent, 


'0      «^0 


d'où  l'on  tire 


K 

a  =  ^  (C08"v  —  I  sin*v). 


XIV. 


La  valeur  précédente  de  y  satisfait  à  la  vérité  à  Féquation  (A),  mais 
elle  n'est  pas  la  seule,  car,  si  Ton  nomme  Y  cette  valeur  et  que  l'on 
fasse  y  =y-h  Y,  on  aura,  pour  déterminer  y,  l'équation 

^ (m« sin^Ô -  Ig)  =  Ig^^WQ -h  /^^sinôcosô. 

Soit  y  =  R  l'intégrale  complète  de  cette  équation,  R  devant  être,  par 
ce  qui  précède,  fonction  de  ô,  de  sin(m^  —  tu)  et  de  cos(m/  —  cf),  on 
aura  j'  =  R  -h  Y  pour  l'expression  complète  de  j  dans  le  cas  de  A  =  o; 
d'où  l'on  voit  que  les  oscillations  du  fluide  peuvent  être  variées  à  Tin- 
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fini»  et  qu'il  peut  en  avoir  une  infinité  dépendantes  des  angles  0  et 
in/  —  C7»  en  ne  supposant  aucun  astre  attirant;  mais  il  sera  facile  par 
cette  considération  même  de  les  distinguer,  car  les  valeurs  de  i/,  (^ 
ety,  que  Ton  aurait  dans  ce  cas,  satisferaient  aux  équations  différen- 
tielles (F)  de  l'article  précédent,  en  supposant  K  =  o  et  A  =  o  dans 
ces  équations;  il  est  visible  de  plus  que  tous  les  termes  des  expres- 
sions de  II,  (^  et  y,  qui  dans  ces  mêmes  suppositions  satisfont  à  ces 
équations,  subsisteraient  encore  quand  il  n'y  aurait  aucun  astre;  mais, 
dans  ce  cas,  le  frottement  et  ia  ténacité  du  fluide  anéantiraient  à  la 
longue  les  oscillations  qui  en  résultent,  et,  comme  ces  oscillations 
sont  visiblement  produites  par  les  termes  qui  renferment  le  temps  /, 
on  doit  rejeter  de  l'expression  complète  de  y  tous  les  termes  qui,  ren- 
fermant le  temps  /,  satisfont  aux  équations  (F)  en  supposant  K  =  o 
etA  =  odans  ces  équations,  et  admettre  tous  ceux  qui,  renfermant 
pareillement  le  temps  /,  ne  peuvent  y  satisfaire.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  tous  les  termes  de  la  quantité  R  qui  dépendent  du  temps  doivent 
être  rejetés,  puisqu'ils  auraient  encore  lieu  dans  le  cas  où  la  masse  de 
l'astre  attirant  serait  nulle;  la  quantité  R  se  réduit  ainsi  à  une  fonction 
de  0  seul,  que  nous  nommerons  H,  en  sorte  que  l'on  aura  j  =  H  -+-  Y. 
Voyons  présentement  quels  sont  les  termes  qu'il  faut  encore  rejeter  de 
cette  expression  de  y;  pour  cela,  supposons  dans  les  équations  (F), 

K  1:1:  o,        A  =  o, 
jrz=H-4-Y=:H-<-eH-  Xcos(/wi  — cj)  -+-  6cos(2/n/  —  2©), 

c,X  et  6  étant  des  fonctions  de  0  que  nous  avons  déterminées  dans  Tar- 
ticle  précédent;  la  seconde  des  équations  (F)  donnera,  en  l'intégrant 
deux  fois  de  suite  par  rapport  k.t?, 

H'  et  H'  étant  deux  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  fonctions 
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quelconques  de  6;  la  troisième  des  équations  (F)  donnera,  en  Tinté- 
jçrant  une  fois  par  rapport  à  ct, 

m^  -^r-s\n*6  —  —  g(\l  4-6)  4- G  — /î>'>cos(m/ —  w)  —  gScos(2mt—  2bj), 

<n3 


G  étant  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  quelconque  de 


6;  si  Ton  substitue,  au  lieu  de  j,  i/et  ;r-»  ces  valeurs  dans  Téquation 


et  que  Ton  compare  séparément  les  coefficients  de  (mt  —  xsy^  (mt  —  u), 
cA)s(mt  —  us)  et  cos(2m/  —  2ct),  on  verra  facilement  que  les  valeurs 
trouvées  dans  l'article  précédent,  pour  X  et  6,  ne  peuvent  satisfaire 
aux  équations  de  condition  qui  en  résult)ent;  d*où  il  suit  que  les  deux 
termes  Xcos(/w/  —  u)  et  Scos(2mt  —  20)  sont  uniquement  dus  à  l'ac- 
tion de  l'astre  et  qu'ils  doivent  conséquemment  être  admis.  Partant,  si 
dans  l'expression 

H  4-  e   hXcos(m/  —  w)  -h  ^cos('^mt  —  aw) 

de  ^  il  y  a  quelques  termes  à  rejeter,  ils  ne  peuvent  se  rencontrer  que 
parmi  ceux  de  la  quantité  H  -h  e;  pour  déterminer  ces  termes,  suppo- 
sons A  =  o  et  K  quelconque  dans  la  seconde  des  deux  équations  (F); 
si  au  lieu  de  j  on  y  substitue  H4-6-f-Xcos(/w/  — CT)4-6cos(2m/— -20) 
et  que  l'on  observe  que  la  quantité  u  ne  devant  renfermer  que  des 
quantités  périodiques,  afin  que  olu  reste  toujours  de  l'ordre  a,  comme 

nous  le  supposons  ici,  ^-5  ne  doit  renfermer  aucun  terme  qui  soit 

fonction  de  6  seul,  on  aura 

~^-^— éTjg  4-Ksma5({sm«v  — cos*v)  =0; 

mais,  par  la  nature  de  e,  on  a 

de 
0  =  — ^-rg  4-  KsiDad(|sîn'v  —  cos'v); 
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partant,  ^  =  o,  ce  qui  réduit  H  à  une  constante  que  l'on  détermi- 
nera au  moyen  de  l'équation 

d'où  l'on  tirera  facilement  H  =^  o;  il  suit  de  là  que  Ton  doit  conserver 
tous  les  termes  de  Y,  et  que  c(*tte  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (A),  lorsqu'on  y  suppose  A  -~  o,  est  la  plus  générale  qu'on  puisse 
admettre  dans  la  question  présente. 

Considérons  maintenant  le  fluide  comme  ayanl  une  densité  ({uel- 
conque  A,  si  Ton  suppose 

y  =  a(i  ■+■  3  cosad)  -h  csin2  9cos(m/  —  us)  -\-  caUi-Ocnsi  iml  —  :jw), 

on  aura»  par  l'article  IX, 

U A  =  —  y  TT  àa  sin 2 C'  4-  I TT le cos  .4 9  cos(ml  —  ns ) 

-+-  \T:àes\n'i 9  cos {2 ml  —  2ct), 

CA  =  { TT  Accos(? sin(m/  —  cj)  -h  J t:  Ac sin^ siii(2//i/  —  ius); 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A)  de  Tarticle  XIII,  on  aura 

^(m«sin  «6-/^0 

=  Ig  -^  sin  '9  -+-  ig  sin  0  cos ^  ^ 

[^TrA/a— /K(J  sm-v  — cos"v)]sirj9 

(^TT  A/c  4-  ia/Ksinvcosv)sin'(;cos^c<)s(w/    -  cr) 
-h  (3/Ksin'v  -h  V  7rA/e)  s\n^0cos(2ml  -  2ct); 

^n  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  y  sa  valeur,  on  trouvera 

K(cos-v  — isin-v) 


a  =z 


^^-V^tA 


_        6/Ksinvcosv 

3 /K  sin 'y      _, 
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•lyant  ainsi  j,  on  aura  la  vitesse  de  chaque  molécule  du  fluide,  en 

observant  que  cette  vitesse  dans  le  sens  du  méridien  est  a -/^  ou 

^  dt 


—  ^^^>  ^'^  qu^*«  dans  le  sens  du  parallèle,  cette  vitesse  esta^sinô 
ou  —  a/w  j-sinO.  Si  Ton  intèjçre  présentement  la  seconde  et  la  troi- 
sième des  équations  (r),  en  remarquant  que  m  et  (^  ne  devant  ren- 
fermer que  des  quantités  périodiques,  -y-  et  ^  ne  doivent  renfermer 
aucun  terme  qui  soit  fonction  de  0  seul,  on  aura 

du  r^mKsiitvcosv  /^   .    , 

dt  G  /^'  —  ^1:11—  m^  ' 

mKsin'v  •      /•    .    / 

—  rr-, rr ri 7 — zSmaÇ  sm  (am^—  2BJ), 

dv   .    ^  2/7iKsinvcosv  ^ 

-7-smC/=      TT^ ïi — T-> 1    ces 9    cos(   mt—    cj) 

dt  oig  —  ^T.^l—  m}  ^  ' 

amKsin'v  .    /,  , 

-\- 7n i"! — TT — 7 — *smO    cos(a/n/ —  2Bj). 

o/^'  —  Y  ^  ^*  —  4  '^^^ 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  l'astre,  au  lieu  de  se  mouvoir  unifor- 
mément sur  le  même  parallèle  et  à  la  même  distance  du  centre  de  la 
planète,  change  lentement  de  parallèle  et  de  distance,  et  que  sa  vitesse 
soit  un  peu  variable  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Ton  suppose  que  A, 
\?  et  /w,  au  lieu  d'être  constants,  sont  très  peu  variables,  de  manière  que 
leurs  différences  divisées  par  l'élément  du  temps  soient,  par  exemple, 
de  l'ordre/,  il  suffira  de  substituer,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  véri- 
tables valeurs  variables;  l'expression  de  y  sera  ainsi  exacte  aux  quan- 
tités de  l'ordre  P,  et  celles  de  -^  et  de  ^rsinO  le  seront  aux  quantités 

près  de  l'ordre  /;  on  peut  donc  les  employer  sans  craindre  aucune 
erreur  sensible;  au  reste,  si  l'on  voulait  avoir  Tes  petites  corrections 
qui  résultent  de  la  variabilité  des  quantités  A,  v  et  m,  on  pourrait  faire 
usage  de  la  méthode  que  nous  exposerons  (art.  XXI). 

Si  l'on  compare  les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  avec 
ceux  que  nous  avons  trouvés  (art.  XI),  on  verra  qu'ils  sont  parfaite- 
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ment  d'accord  entre  eux;  les  deux  méthodes  qui  nous  y  ont  conduit 
sont  conséquemment  exactes  et  pourraient»  si  cela  était  nécessaire,  se 
servir  de  confirmation  l'une  à  l'autre;  la  première,  il  est  vrai,  a  sur  la 
seconde  l'avantage  de  s'étendre  au  cas  où  l'astre  a  un  mouvement  quel- 
conque dans  l'espace,  mais  celle-ci  a,  de  son  côté,  l'avantage  de  donner 
directement  le  véritable  mouvement  que  le  fluide  doit  prendre  k  la 
longue,  quels  qu'aient  été  d'ailleurs  sa  figure  et  son  mouvement  pri- 
mitifs, et,  comme  elle  est  beaucoup  plus  simple  que  la  première,  nous 
allons  l'appliquer  au  cas  de  la  nature,  dans  lequel  la  planète  a  un  mou- 
vement de  rotation  sur  son  axe. 


XV. 

Reprenons  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'article  VI  et  supposons, 
comme  précédemment,  (f  =  mt;  si  l'on  fait  n-^m^^i,  on  prouvera 
par  les  mêmes  raisonnements  de  l'article  XIII  que,  après  un  temps 
considérable,  w,  v  et  j  ne  seront  plus  fonctions  que  de  l'angle  0,  et  des 
sinus  et  cosinus  de  l'angle  it  -+-  w,  et  qu'ainsi  l'on  aura 


du ,du  cl*u 

dt         ans  dl*  chu 

dv .  dv  d^v ., d^v 

di~^â^  ^^         dt*  "^  dm^^ 


on  aura  donc 


,    /du       dv  cos0\       ,    dy 

'\dO       dxs         sin9  J  âO 


^d^u  àv    '    ù       n 

.    .     I       =  — ^^4-BA4-K{sin20[Asin'v  — cos'v-h Jsin'vcos(2iV-f-2Gy)] 

-h  2  cos2dsinvcosvcos(/7  +  G;)j , 

t<^'^   .    ,û  .        -du   .    ^ 
1*-^— ;sm'0  -h  2ni-r-s\ndcos9 

WSS  (TOT 

T=i-^ g-^  +CAsîn9  — Ksinvcosv  sin2  9sin({74-iiT) 

—  Ksin*vsin'0sin(2i7-h  2cj); 

ORuvret  de  L. -- \\,  l8 
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si  Ton  intègre  par  rapport  à  fj  la  dernière  de  ces  équations,  on  aura 

ôv  2nucosQ  g  y       .    âLfCdmsïnB 

aK   .  cos9       ,.  .        K     .    ,         ,    .  x       u 

"1 r,-SinvC0SV-r-7rC0S(i/  "h  Cj)  H :r  Sin'v  COS(  2  1^ -+-  213)  -h  H, 

I*  Bin9  ^  '  2£'  ^  ' 

H  étant  une  fonction  de  0  ajoutée  en  intégrant;  soit 

gy  —  \l  C (hïs\n0z=z gy\ 

et  Ton  aura 

ôv  7.  nu  cosO  gy' 


•\  K   .  cos  0        /  .,  ,       ,        K     •    4  /    -,  X      ij 

-i — ^=-  sinv  cosv-T-T  cos(t^  -;-©)  -\ :rSni*vcos(2i^  H-  2nT)  H- H; 

i^  sin7        ^  '       2f'  ^  ' 

or,  si  Ton  nomme  a  et  a'*^  les  parties  des  expressions  de  y'  et  de  //,  <|ui 
sont  indépendantes  de  Tangle  it  ■+-  u,  et  que  Ton  considère  que  ç  ne 
devant  renfermer  que  des  quantités  périodiques  {voir  ci-après  Tar- 

ticle  XXI),  ^  ne  peut  renfermer  de  termes  qui  soient  fonctions  de  0 

seul,  on  aura 

„       2/ia<*^cos9  ga 


/sin9  l'sin*^' 

partant. 


i  2  K  cos  9   .  ,  .  ,       Ksin'v        ,    .  , 

f  -î ^V— : — ttSUIVCOSV  COS  (  £^  -h  w)  H = — COS  (2*/  -f-  1XS)l 

'  t*sin9  ii} 


si  Ton  observe  présentement  que  l'équation 

^  _  (^.Csine 

trouvée  (art.  V)  donne,  en  Tintégrant, 

(^.Csind 


„        rd.Gsine  . 


on  aura 
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substituant  donc,  au  Heu  de  ^  et  de  g-^y  leurs  valeurs  dans  la  pre- 
mière et  dans  la  seconde  des  équations  (j),  on  aura  les  deux  suivantes 

*^  ^  dQ        isinQ  *-^  oQ  i^sin-O 

(ai)   i 

aK/ycosô   .  /  •.         x       /Kysin'v        ,    . 

=-V-7r— sinvcosvcos(i^H-e) s__^ cos(2i/  4-  aw), 

i«sin0  "^  '  31* 

H — r-sinvcosv[(a«  4-  2i)cos*6  —  i]cos(it  -hns) 

/l  -H  I 

-h  Ksinaô(xsin*v  —  cos*v)  -h  Ksin*vsina0 — :— cos(2f/H-  2»); 

pour  satisfaire  à  ces  équations,  faisons  d'abord  S  =  o,  en  sorte  que  Ton 
aity  =  j^,  et  supposons 

y:=a     -h  b     cos(£7  H- w) -H  c     cos(2/7  4- 2BJ), 

u  =  a'*>4-  6^*>  cos(i<  4- w)  4-  cf*^  C0S(2l7  4-  2nj), 

a,  6,  c,  a^*^  b^*\  c^*^  étant  des  fonctions  de  6  seul,  qu'il  s'agit  de 
déterminer;  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  et 
(22),  et  comparant  séparément  les  coefficients  de  cos(ï/-f-CT)  et  de 
cos(2{/  4-  2ct),  on  aura  les  six  équations  suivantes  : 

asind=z—  l — ^ —    — . — , 

(77 

^5Â  ~  Ksin2^(isiri*y  —  cos*v), 

b^—ly  -37-  4 ; — /y6<*)  -r-v  — /A^*>  3^  4-  .,    .  ^^^ ,  \    ^      smvcosv, 

'    dB  i        '        smÔ  dB       i«sm«6  l'smô  ' 

(L)( 

6{*U4/i*cos*e—  1*)=— fi^  3s ?  .    ^ ! — r-  smvcosv  [(2 «  4-21)  cos*0  —  il, 

,   dc^*)       2n  —  i,     „.cos0       ,  (,y  ày         Igcy         /Kysin*v 
'09  i        '       sind  oQ       l'sm*^  21* 

,  4ct*U'»  cos»6—  «*)=  — ^3z T  .    ^ 1 r-Ksm*vsm2^; 
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toute  la  difficulté  de  la  détermination  des  oscillations  du  fluide  se  trouve 
ainsi  réduite  à  satisfaire  à  ces  équations. 

La  quantité  y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  loi  de  la  profondeur 
(lu  fluide  étant  indéterminée  dans  ces  équations,  la  supposition  la  plus 
naturelle  que  Ton  puisse  faire  sur  cette  profondeur  consiste  à  regarder 
le  sphéroïde  et  le  fluide  comme  ayant  eu  primitivement  une  figure 
elliptique;  dans  ce  cas,  on  a 

y  =  I  -h  y  sin'ô, 

q  étant  un  coefficient  constant;  nous  adopterons  conséquemment  cette 
valeur  de  y  dans  la  suite  de  ces  recherches;  cela  posé,  si  l'on  intègre 
la  seconde  des  équations  (L),  on  aura 

a  =  — cosa9(cos*v  —  isin*v)-4-F, 

F  étant  une  constante  que  nous  déterminerons  dans  la  suite;  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  la  première  de  ces  équations,  on  aura  en 
l'intégrant, 

ya<*^  sin0=:—  j  fadOsinQ; 

partant, 

fadesïnO 


a('^=. 


i-h|sin«0^/sin0 
K (cos*v  —  \ sin*v)  (3  cos^  ■—  cos3ô)  —  la^Fcosô  -h  F' 


12 


glsinO  (i-^  jSÏn^Oj 


F'  étant  une  nouvelle  constante  ajoutée  en  intégrant.  Pour  satisfaire 
maintenant  à  la  troisième  et  à  la  quatrième  des  équations  (L),  suppo- 
sons 

b    zi:sio5cos0(/-f-/i»^sin*9  4-/(*)sin*9  4-....-f-/('-»sin«'-0), 

/,/^'^/^*^  . . . ,  e,  é*\  e^^\  . . .  étant  des  coefficients  constants.  En  sub- 
stituant ces  valeurs  de  b  et  deè^'^  dans  la  troisième  des  équations  (L), 
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on  aura  d*abord,  en  comparant  les  coefficients  de-r-g>  l'équation  sui- 
vante 

/•>v  2n  —  i         gj       2K. 

(23)  : —  e-h  ^ rr-  sinvcosv  =  o; 

en  divisant  ensuite  tous  les  autres  termes  de  Téquation  par  sinOcosO, 
on  aura  une  équation  de  cette  forme 

/  +  /<«'  sin«ô  +/i«)  sin*(?  -H. .  .4- /i'-J  siii^'-Ô 
=  A  -f-  Af»)  sin» 0  -f-  A<«)  sin*6  4- ...  4-  A^»*) sin"-©, 

A,  A*)^  A<î) ^r)  étant  des  fonctions  de/,/'\  . . . ,  e,  ^(*^  . . .  1res 

**^ciles  à  déterminer,  et  Ton  aura 


A(r)=?^_(ar  +  ii::^')<7e<^) 


^n  comparant  séparément  les  coefficients  des  différentes  puissances  de 
*tnO,  on  aura  les  r  -f- 1  équations  suivantes 

A=/.        A<')  =  /*>,        A^»^  =  /«),         ...,        A('•)  =  /'•^ 

^t  cette  dernière  équation  donne,  en  y  substituant  au  lieu  de  A^'^  sa 
Valeur, 

Si  Ton  substitue  pareillement  les  valeurs  précédentes  de  h  et  de  b^^\ 

dans  la  quatrième  des  équations  (L),  on  aura  une  équation  de  cette 

forme 

(4w*—  «■»)«  H-  [(4w'—  «**)e<*>  —  4/i'e]  siii'9 

4-  [(4/1'—  £*)ev«)—  4/i'«^*n  sin*<9  4-. . . 

T=  »B  4-  B<*>  sm«(?  4-  fit»)  sin*0  4- ...  4-  B^'-^»)  sin"-^«5, 

'B,  Bc'^  B^*\  ...  étant  des  coefficients  faciles  à  déterminer,  et  l'on 
tTouvera 

*B  = : — £7  4 ^~  2Ksjnvcosv 
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et 


g(r+l)  _  gfiv)  Lr^l-^-  ^  Y 


Si  Ton  compare  maintenant  les  coefficients  des  puissances  de  sinô,  on 
aura 

(4/iî-I-«)c=:«B 
OU 

(4/1*—  i^)e=r : — gf  '\ ; — aKsmvcosv; 

partant, 

in  —  i        gf      2 K  . 

-. —  e  H-  ^ =-  smv  cosv  =:  o, 

équation  qui  est  la  même  que  Téquation  (23).  On  aura  ensuite 

(4n«_4"*)e(«)— 4/i«e     =iB^»>, 
(4/1»— ««)e(*>— 4/i*e<»)=:iB<»>, 

f 

—  4/i«e('*^  =  Bf'*-*-»> 
ou 


—  4/i'e<'*>  =  ^/''>  fa/- -h  a  H-  ^) 


Si  Ton  compare  cette  équation  avec  l'équation  (24),  on  en  tirera 


a/i* 


—      /  n\  * 

^(  3r*-+-5r4-3  -+-  -•  ) 

on  déterminera  ensuite  les  2r-h2  quantités/,  y^*^/f*^  ...,/''>,  r, 
é?'*-,  e^'^\  . . . ,  e'^^  au  moyen  des  équations  (23)  et  (24),  et  des  ir  équa- 
tions 

f=k,       /<»)  =  A('),        ...,       /'-^z^A^--^ 

(4/1'— i**)e<>^  — 4«*e     =B<»>, 
9 

Pour  satisfaire  ensuite  à  la  cinquième  et  à  la  sixième  des  équations  (L), 
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supposons 

c    =sin'6(p  -f-/>f*^  siii'0 -+-/?<•'  sin*0+. .  ,-\-  p^n^m-^O), 

c<«)=  sin9cos0(6  -h  6(»)  sin«9  4-  S<»^  sin*ô  -i- ...  h-  St»-'?  sin»'-*^), 

p^  p^^\  p^^\  ...,  6,  Ç^*\  S^^\  ...  étant  des  coefficients  constants  qu'il 
s*agit  de  déterminer.  Si  l'on  substitue  ces  valeurs  do  c  et  de  r'*^  dans 
la  cinquième  des  équations  (L),  et  que  l*on  ordonne  cette  équation 
par  rapport  aux  puissances  de  siaO»  on  aura  d'abord»  en  comparant  les 
termes  qui  ne  renferment  point  sinO, 

et  si  Ton  divise  tous  les  autres  termes  do  Téquation  par  sin^O,  on  aura 
une  équation  de  cette  forme 

p  -i-/>(*J  sin*0  4-/?<*^  sin^(;-i-...-:-/>^'^  sin-'O 
-  D  -7-  D^»^  sin»0  -7-  D(»J  sin^0-h. . . -\-  AV^  sin^''^, 

D,  D'*^  D^*^  étant  des  fonctions  de/>, /?^*\  ...  et  deÇ,  6('\  .. .  très  faciles 
à  déterminer,  et  Ton  trouvera 

En  comparant  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  sinO,  on  a 
ou,  en  substituant  au  lieu  de  D^''  sa  valeur, 

(a6)  p'^r)^^^ir-K  _  _    _ ^  ^./Ç_  . 

V  C 

si  Ton  substitue  pareillement  au  lieu  de  c  et  do  c^*^  leurs  valeurs  dans 
la  sixième  des  équations  (L),  en  la  divisant  par  sinOcosO  et  l'ordon- 
nant ensuite  par  rapport  aux  différentes  puissances  do  sinO,  on  aura 
une  équation  de  cette  forme 

=  E  H-  Ef*'  sin*  9  -i-  Eî-^  sin»{)  :- . . .  -i-  E^'"^  sin»''0, 
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E,  E^^^  E^^^  . . .  étant  des  fonctions  de  p,  faciles  à  déterminer,  et  l'on 
frouvera 

Si  Ton  compare  maintenant  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  sinO,  on  aura  d'abord 

d'oii  l'on  tire 

-, —  64-^ ^—  =  o, 

équation  qui  est  la  inéme  que  l'équation  (25);  on  aura  ensuite 

(4/11  —  4/1)6(1)  — 4w«ê  =  E<»), 


ou,  en  substituant  au  lieu  de  E^'"^  sa  valeur, 

ri  -f-  «'  -H  w 


2,llê(r-l)_-^^ 


(r) 


Si  l'on  combine  cette  équation  avec  l'équation  (26),  on  en  tirera 


^  = 


an' 


^2/«4-5r-+-3  4-  ^  j 


g 


on  déterminera  ensuite  les  2r-f- 1  coefficients  /?,  p^*\  p^^K  ...»  p^''\  6, 
Ç^*\  ...,  6<''~'\  au  moyen  des  équations  (25)  et  (26)  et  des  2r— i 
équations 

(4/1*— 4«')6^'^— 4/»"6('>  =  E<*\ 


(4/i»=4i«)6('-»)  —  4i*€^''-*^  =  £('•-*>. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  U5 

La  valeur  de  y,  que  nous  venons  de  trouver,  étant  la  même  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  ci-dessus,  lorsqu'il  s'agissait  de  satisfaire  a  la 
troisième  et  à  la  quatrième  des  équations  (L),  il  en  résulte  que  les  va- 
leurs précédentes  de  6,  6^*\  c  et  c^'\  ont  été  bien  choisies;  si  Ton 
reprend  maintenant  la  valeur  précédente  de  j,  et  que  Ton  considère 
que  Ton  a 

•■'0 

on  trouvera  facilement  que  la  constante  arbitraire  F  de  l'expression 

K 

de  a  est  égale  a  ^-(cos^v  —  jsin*-v);  partant,  on  a 

y=.  —  (cos*v  — isin'v)(n-3cos2Ô) 

-l-sinôcos0cos(i7-i-cy)(/-i-/»Jsin*(J-f-...H-/'-  sin*'*6)     . 
-4-sin*0cos(2iY-t-2cy)  {p   h-/?^''  sin*0  4-. .  ,-^p^''^  sin*'*6); 

on  aura  ensuite  la  vitesse  horizontale  a  -r:  du  fluide  dans  le  sens  du 
méridien,  en  considérant  que 

—  3ïsin(2i7  4-  2Gysin{?cos6/(6  h-  ê^^)  sin«(?  -+- . .  .-h  êc"-»)  sin*'*-*); 

^nfin  l'équation  (/)  donnera  la  vitesse  du  fluide  dans  le  sens  du  paral- 
lèle, en  observant  que  cette  vitesse  est  égale  à  a  yrsinO  —  ai  y-  sinO. 

Si  Ton  applique  maintenant  à  la  valeur  précédente  de  v  la  méthode 
de  l'article  XIV,  on  s'assurera  facilement  qu'elle  doit  être  admise  en 
entier,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  que  nous  avons  trouvées 

pour  j-  et  TT>  et  que  ces  valeurs  sont  les  seules  que  l'on  doive  admettre 

dans  la  question  présente;  comme  ce  calcul  ne  présente  aucune  diffi- 
culté d'après  ce  que  nous  avons  dit  article  XIV,  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas. 
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Considérons  le  cas  dans  lequel  le  fluide  a  une  densité  quelconque  A, 
et  supposons  qu'alors  l'expression  de  y  ait  la  forme  suivante 

/ 1=^  6(3  cos*0  —  i)  4- sin 0  cos9  cos(i/ -h  Gj)  (/ -+- /*>sîn*0 -h /*)sin*0 -h . . . -+-/''^sin" 

-hsin*9cos(2iVH-  2By)(/9  4-/?<*>sin»0-h/?<*>sin*Ô4-. .  .-i-p^''>sin" 

£,/,/^*\  ,..,p,p^^\p^^\  ...  étant  des  coefficients  constants  qu'il  s'agit 
de  déterminer;  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  valeur  de  j  satisfait 
à  l'équation 

I     ysin9d9dm  =  o; 

voyons  ensuite  si  elle  peut  satisfaire  aux  équations  (21)  et  (22)  de 
l'article  précédent;  on  a,  par  cet  article, 

A    r 

y^=.y  —  —   /  Ccfejsinô; 

de  plus,  on  a,  par  l'article  IX, 

CA  — — sin(   i7-h    cy)cosô(X-4-X<>)sin*ô-h...-f-Xî'*)sin«'-0) 
—  sin(2i7-+-aTij)  sin0(/(-+-/Cf»>sin*0  4-. .  .4-/(<''^sin«'-ô); 

X,  X<*>,  Xf»\  ...,X,  i<«^  JL^^î,  ...  étant  des  fonctions  de /,/*\/(»\  ..., 
p,p^^\p^^\  . . .  que  l'on  déterminera  par  le  même  article;  on  aura  donc 

/"C  A  cfcy  sin (?  =  G  H-  sin  0  cos0  cos (*7  4-  cj)  (X  -f-  X^*)sin« 0  4-...-+-  X^'*^ sin='-0) 

-+-|sin«0cos(2i7-h2Gj)  (/-h/t^*Jsin»0-t-...H-/(f'-)sin*''0), 

G  étant  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  de  6;  pour  la 
déterminer,  on  observera  que  nous  avons  supposé  dans  l'article  précé- 
dent. 


dG 


d'où  il  suit  que  -^  doit  être  égal  à  la  partie  de  l'expression  de  BA  qui 
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est  fonction  de  6  seul;  or  nous  avons  vu,  article  IX,  que  cette  partie 
est  égale  à  —  ~ir  Ae  sin  2O  ;  donc 

^G  I27C  A       •        fl 

partant, 

G  =i:f7cAecosa0-+-F, 

F  étant  une  constante  quelconque  à  laquelle  nous  sommes  libres  de 
donner  ici  telle  valeur  que  nous  voudrons.  Nous  la  supposerons,  pour 
plus  de  simplicité,  égale  k  fie  Ae,  ce  qui  donne 

G=i7cAe(3co6'0  — i). 


Faisons  maintenant 

.(,- 

4  An 
^8 

j  — «1. 

'  \  /■• 

P         ,g       Pu 

•*••    ••••••    ••••» 

\ 

•, 

p(r)^  —  =  p['\ 

et  nous  aurons 

/=ei(3cos»ô  — I)-+-sinôcos0cos(«V-^BJ)(/,  +  /,*'8in•ô^-/^»^sin♦0-^...4-/i'•îsin«'•e) 

-h  sin'ô  cos(a«/ H- acj)  (/),-h/?<,>'sin*ÔH- /)i*^8in*0 -h. .  .4-/?i''»sin«''e). 

Supposons  ensuite,  comme  précédemment, 

u  =z  af')  H-  cos(ir -h  gt)  (tf  H-  c<*>sin*0  H-  eî«>sîn*ô  -+-... -h  c^'*) sin«''ô) 

H-  sinôcosôcos(2iY-haBT)(6H-6f*)sin'ÔH-...^-ef''-^>sin*'-»ô). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  et  (22),  et  que 
Ton  y  fasse  y  =  i  -i-  ysin^ô,  on  aura  d'abord,  en  comparant  les  termes 
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Si  Ton  compare  maintenant  les  coefficients  de  cos(2à  -h  2tzr)  dans 
l'équation  (21),  on  aura  d'abord 


(29)  O   =1 O  H ;; 


> 


et  cette  équation  répond  à  l'équation  (25)  de  l'article  précédent;  on 
aura  ensuite 

p  =  D,,       p^»)  =  Di»',       p^^^  =  D[^\        ...,       ^('•)  =  Dr, 

D.,  D;',  D;'',  . . .,  D;^^  étant  pareilles  fonctions  de  p^,  p\'\  p'f' p'[\ 

que  D,  H^'K  Df»^  .. .,  H^'^  le  sont  de/?,/?^*^/*^  . .  .,p^^^;  on  aura  donc 

donc 

JD       ^/r  n  2ri  4-3i  — 2/1      gp    ,^. 
A>r=  ^^e-^J j h  ^  />;'•>; 

or  on  a 


et,  par  l'article  IX, 


donc 


pi'-'inpC'-)—  _ 


.(r)^p(r)r, 4A7r_l. 


partant, 


/9   \  fi  /  4^^       M    tr^         Sir  .^'^ri^—^ni'h^i^ 

(30)  [^,-._^^(^,_^^__^jJp(r,=  y6,r-„ ^^ . 

cette  équation  répond  à  l'équation  (26). 

Si  Ton  compare  ensuite  les  coefficients  de  cos(2i/  + 21?)  dans 
l'équation  (22),  on  aura  d'abord  l'équation  (29);  ensuite  on  aura 

(4/1'  — 4«*)6<'^  — 4'»'6^'^  =  Ei«', 


—  4'»'6f-*^=E*,''», 
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E„  E';\  E;"',  . . .,  E;'''  étant  pareilles  fonctions  de  p,.p'^\  p'\  . . .,  p''\ 
que  E<*^  Ef*\  . . .,  E«'^  le  sont  de  p,p^'\p^^ p^"^;  on  aura  donc 


wr=-gpV' 
partant, 


a n  H-  a i-f-  a /i 


a  r«  -+-  2  £  -h  2  /i 


en  combinant  cette  équation  avec  l'équation  (3o),  on  en  tirera 


7  = 


a/i 


L       (4'--+-.j)i'J\ 


>  r  -h  3  -h 


7j 


on  déterminera  ensuite  les  2r-f- 1  coefficients  p,  p^^\  p^'\  ....p^'';  €, 
6**^  . . .,  6<'*'"*>  au  moyen  des  équations  (29)  et  (3o)  et  des  2r  —  1  équa- 
tions 

(4/i»-4i«)6<»)     —  4/i'S        =EV\ 
(4/1»— 4t')Sf»?     —  4/i'6{»)     r-E\-^ 


(4,|5_4|2)6(r-i;_/j,42£(r    *,>--£<,'-»'. 


Les  deux  valeurs  de  y  que  nous  venons  de  trouver  dans  cet  article 
étant  entièrement  les  mêmes,  il  en  résulte  que  les  valeurs  précédentes 
de  tt  et  défont  été  bien  choisies;  nous  pouvons  conséquemmentdéler- 
miner  par  la  méthode  précédente  les  oscillations  du  fluide,  toutes  les 
">is  que  sa  profondeur  sera  égale  à 


/-+- 


2/1'  sin»5 


g 


I—  77 r— -       (2/--h0/    -^3H-  -r  ) 


•  ®tant  une  constante  quelconque  très  petite  relativement  au  demi-axe 
^^  sphéroïde,  et  r  étant  un  nombre  entier  quelconque,  ce  qui  donne 
^^^  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  détermination  rigoureuse  du  flux 
®*'  du  reflux  de  la  mer  est  possible. 
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Si  Ton  nomme  A^*^  la  densité  moyenne  du  sphéroïde,  on  aura  à  très 
peu  près  g  =  ^irA^*^;  la  quantité  précédente  peut  donc  être  mise  sous 
la  forme  suivante  : 

a/i'sin'ô 


/ 


^[--{^T^T^^^^ 


Si  w  =  o,  cette  quantité  se  réduit  à  la  constante  /,  et  nous  aurons  le 
cas  que  nous  avons  discuté  ci-dessus  avec  étendue. 


XVII. 

—  exprime,  comme  l'on  sait,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à 

Téquateur  à  la  pesanteur;  ce  rapport  est  pour  la  Terre  égal  à  ^*^;  la 
quantité  précédente  devient  ainsi 

a  sin*9 


l-^ 


^^9['-(^,^t)Auj(^/'--i-5r-f-3-^f)^ 


on  supposera  donc  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  représentée  par 
cette  quantité,  et  Ton  déterminera  dans  cette  supposition  les  valeurs 

^®  y^  di  ^^  di  ^''^sultantes  de  l'action  de  la  Lune.  Les  quantités  A,  v  et 
Tw,  au  lieu  d'être  constantes  comme  nous  l'avons  supposé,  sont  un  peu 
variables;  mais  on  pourra  substituer  au  lieu  de  m  sa  valeur  moyenne 
dans  la  formule  qui  exprime  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer,  et  dans 
toutes  les  autres  quantités  on  pourra,  conformément  à  la  remarque  de 
l'article  XIV,  substituer  au  lieu  de  v,  A  et/w  leurs  véritables  valeurs  va- 
riables; nous  verrons  dans  la  suite  jusqu'à  quel  point  cette  supposi- 
tion est  exacte. 

Lorsqu'on  aura  calculé  l'effet  de  la  Lune  sur  la  mer,  il  suffira  de 
changer  dans  les  résultats  les  quantités  relatives  à  la  Lune  dans  celles 
qui  sont  relatives  au  Soleil,  et  en  ajoutant  la  somme  de  ces  effets  on 
aura  l'effet  total  résultant  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
mer. 
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II  y  a  cependant  une  observation  essentielle  à  faire  et  qui  peut 
donner  lieu  à  une  difficulté  qu'il  est  à  propos  de  résoudre.  La  loi  de  la 
profondeur  du  fluide  dépend  de  la  valeur  de  /,  et  cette  quantité  dépend 
elle-même  du  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  l'espace;  il  résulte 
de  là  que,  dans  les  mêmes  hypothèses  sur  la  profondeur  de  la  mer,  dans 
lesquelles  on  peut  déterminer  l'effet  de  la  Lune,  il  est  impossible,  par 
la  méthode  précédente,  de  déterminer  celui  du  Soleil.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  nous  observerons  que  le  mouvement  angulaire  du 
Soleil  et  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  résultant  de  leur  mouvement 
réel  dans  l'espace,  est  très  petit  relativement  au  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre,  puisque  pour  la  Lune  il  n'en  est  que  ^  environ  et 
que  pour  le  Soleil Jl  en  est  a  peu  près  :—;  on  peut  donc  supposer  sans 
erreur  sensible  pour  ces  deux  astres  i  on  n  —  m  =  n,  en  négligeant  m 
par  rapport  à  /i,  et  alors  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  est  entière- 
ment indépendante  des  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Pour 
avoir  l'erreur  qui  résulte  de  la  supposition  de  i  =  n^  considérons  le 

cas  le  plus  défavorable  dans  lequel  m  est  à  peu  près  égal  à  ~  :  on  aura 


2'/ 


la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  devient  ainsi 

2  sin*^ 


/-f- 


ou,  à  peu  près, 

en  sorte  que  ce  que  l'on  néglige  dans  la  supposition  dien  —  i  est 

sin«0 

quantité  absolument  insensible  et  qui  ne  va  pas  à  ^^  de  lieue,  dans  le 
cas  même  où  l'on  suppose  A  =  A^*^  r  =  i  et  sinO  =  i. 
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Examinons  présentement  comment  on  peut  concilier  la  loi  précé- 
dente de  la  profondeur  de  la  mer  avec  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte 
des  observations;  pour  cela,  supposons  que  le  sphéroïde  que  la  mer 
recouvre  soit  un  ellipsoïde  tel  que  les  densités  et  les  ellipticités  de  ses 
différentes  couches  varient  du  centre  à  la  surface.  Soit  RA  la  densité 
d'une  couche  dont  le  demi-axe  est  s;  soit  p  Tellipticité  de  cette  couche, 
et  que  Ton  fasse 

A  r=r  y  R5*  ds,        D  =  y R  d.s'p, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  5  =  0  jusqu'à  s  =  i;  soient  encore  a 
Tellipticité  de  la  surface  du  sphéroïde  et  h  Tellipticité  que  les  obser- 
vations donnent  à  la  Terre,  on  aura  a-h  q  =  h^  et  l'on  trouvera,  par 
les  formules  que  M.  Clairaut  donne  dans  sa  théorie  de  la  figure  de  la 
Terre,  en  observant  qu'ici  la  profondeur  de  la  mer  est  supposée  très 
petite, 

6D-6a-f  i5A- 

Si  l'on  nomme  maintenant/  le  rapport  de  la  densité  moyenne  de  la 
Terre  à  celle  de  l'eau,  qui  parait  résulter  des  observations  faites  nou- 
vellement dans  les  montagnes  d'Ecosse,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on 
aura 

IR^s^ds 

f='^^ =  3A; 

J^s^ds 

nous  devons  donc  satisfaire  aux  trois  équations  suivantes 

a-hg=^h^       /=:3A, 

6D  —  6a4-i5A 


n» 


hziz 


g . 


3oA  -  6 

de  ces  trois  équations,  on  tirera 

io//i~6^~5/  — 
Dz= ^• 
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la  première  de  ces  équations  donne  l'ellipticité  du  sphéroïde;  quant 
aux  deux  autres,  on  peut  y  satisraire  d'une  infinité  de  manières.  Pour 
le  faire  voir,  supposons  R  =  [i9(5),  ç(j)  étant  une  fonction  quel- 
conque de  s,  et  |jL  étant  un  coetïicient  constant  quelconque;  on  satis- 
fera k  l'équation  A  —  ;/,  en  prenant 


et,  comme  la  fonction  9(5)  est  indéterminée,  il  en  résulte  qu'il  y  a  une 
infinité  de  manières  de  satisfaire  à  cette  équation. 

On  peut  satisfaire  pareillement  d'une  infinité  de  manières  à  l'équa- 
tion 

1  o/k  —  6y  —  5/  — 

n= . £■ 


car  soit  ^(f)  une  fonction  quelconque  de  s;  on  peut  supposer 

fnd.r'p         ou         ft.f<?{s)d.s'p  =  '^{s); 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 


)  " 


et  de  déterminer  la  constante  arbitraire  C  de  manière  que  l'on  ait 
j3  =  a  lorsque  s  =  i;  or.  la  fonction  <|/(;)  étant  indéterminée,  on  peut 
faire  en  sorte,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  qu'elle  soit  égale  à 

io/h-6g-5/~ 

g ~  lorsque  s  =  1. 


XVIII. 


En  considérant  l'exj 
la  mer,  dans  le  cas  où 
déterminer  les  oscillât 
peu  considérable,  on  i 
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même  profondeur;  supposons,  par  exemple,  r  =  io,  et  Ton  aura,  pour 
l'expression  de  la  profondeur  de  la  mer, 

,  2sm-9 


289.254(1-^.^ 

quantité  qui  se  réduit  à  très  peu  près  à  /,  car  le  terme 

2  sm-O 


289.254(1-^5^^) 


n'excède  pas  ^  de  lieue,  dans  le  cas  même  où  Ton  suppose  sinO  =  i  et 

Pour  éclaircir  maintenant  par  un  exemple  la  méthode  des  articles 
XV  et  XVI,  nous  allons  considérer  ici  le  cas  de  r=  1  et  déterminer  les 

valeurs  de  y,  -^-  et  -^  sinO.  Pour  cela,  nous  observerons  que  dans  ce 
cas  on  a 

y  =  £(3  cos«0  —  i)  -h  sin0cos0(/  -h/*)sin*0)  cos(£V  -+-  w) 

sin*0(/?H-/?t*>sin'ô)  cos(2i^-4-  a©). 


-.-z=i-=-  =  — £(e-t-e<*Jsin'ô)sin(if  4-cj) 
at         dis 

—  2«6sin0cos^sm(2i^-h  acj); 
et  l'équation  (/)  de  l'article  XV  nous  donnera 

de  ojjS 

=  cos0cos(«/-4-cj)    -:j-smvcosv ; ^^  —  5m*0( — : \-  ~^- ) 

-f-  smôcos(2i/-h  2w)    ~^sm*v -6  —  ^  -i-sin*&(  — ; ^    )   > 

tout  se  réduit  donc  à  déterminer  £»/»/o/^*^/'/^;/?f/^^»;>^*^/>V'î  ^»  ^^*^ 
et  6. 

On  aura  d'abord,  par  l'article  XVI, 

K 


£  Z= 


7 tâzy  (co8'^  -  isin'v); 
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et,  si  Ton  nomme  A^*^  la  densité  moyenne  de  la  planète,  on  aura,  à  cause 

deF==^iiA^*î, 

K 

£  — 2'\~\  (^^^'^  "~  ïSin*v); 


3^- 


/  3A  \ 


on  aura  ensuite,  par  le  même  article,  les  quatre  équations 

-. —  e  ■+-  ^ ;t-  smv  cosv  =  o, 

-   ...       /l-f-2t     ^,./        4^A\ 

on  trouvera,  par  l'article  XV, 

A  =  ^!LrJl  (feC)  +  qe)-i-^ {g/ -+■  //»)  —  ^K sinv cosv, 

l  lu 

B(n~  — .—  ^gf : — 5'/^-— 4 — . — K  smv  cosv; 

Il  i 

donc  A,  et  B*/*  étant  pareilles  fonctions  de  /^  et  de  //'  que  A  et  B<*^  le 
sont  de  /et  de  /'\  on  aura 

A,=z^^^:i^'(/e(^)-H^e)4-g(2/,+  //V0--^Ksinvcosv, 

»  {  c 

/l     I    £  2  /t     1     3  £  /2     1     £ 

B'i**=  — ^— a^/i ^ gfx^  —  4 — :— Ksinvcosv; 


£  ^'  -  j  w^    .  ^ 


de  plus,  on  a,  par  l'article  XVI, 

/.  =  /--*         et      ./,.>  =  /..- ^, 
et  Ton  trouvera  facilement,  par  l'article  IX, 


X         3A     .         i6A 

g~ 


X<»>  À 
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ce  qui  donne 


fi'—f'y    3^(1)  j; 


partant,  on  aura  les  quatre  équations 


a/i-t         g//         3A  \  i6A     £-/">       aK  . 

-+-  f  f\-  3^[ïtJ  -  "TF-  siav  cosv, 

2/n-3t    ^,./  A   \  /14-1   . 
^r — g/^'Hi—  3^(77J  —  4K~p-8invcosv, 

i      ^J     \      3At»7' 

on  tirera  facilement  de  ces  équations  les  valeurs  de  e,  cf*\  /  et/^*^;  et 
si,  pour  abréger,  Ton  fait 


H- 4/i'/[2/i' -  (3/i  —  3«)  (/i -+- aO]  I 

S  =::  8/.«£>-|-  4n«ç(l-  5|^)[(2/ï  -  30  (/»  -h  0  -  2/l«], 
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on  aura 

8K    ,   .               (2/1  — i)(/i-4-0R  — a/i«RH-2/i*ûrP  — (a/i  — 3*)(n-+-07P 
/    =y/»*sinvcosv^ '-^ '- j^Q  _  pg '^ ^^-> 

y.n-,8K                       (2/1- e)(/» +  08-2/1^8 +2/i«yQ~  (an- 3i)(/»  +  i)7Q. 
/^    ——n  sinvcosv RQ  —  Pîî ' 

on  déterminera  ensuite  e  et  e<*^  au  moyen  des  équations 

^2Ksmvcosv-^/(^i-^-h^/»)-^^^^ 


€      =: 


2  ni  —  /* 


"~  21        fx    V        3A<'V 


Si  Ton  suppose  n  infiniment  petit,  on  aura  i=  —  m\  d'ailleurs  q  sera 
infiniment  petit  de  Tordre  n^^  en  sorte  que  la  profondeur  de  la  mer 
sera  partout  égale  à  la  constante  /;  nous  devons  donc  retrouver  ici  les 
mêmes  résultats  que  nous  avons  trouvés  pour  ce  cas,  article  XI;  or  on 
a,  en  faisant  n  infiniment  petit. 


P=-2/n*(i-3-^-^), 
Q^-.4m«/.«(,~^-^), 

-i2/.«/n«7(,-^^); 


_  8/i*/n« 

d'où  l'on  tirera 

12 /K  sinvcosv 


/  = 


"^-5^)-"' 


4K  — Sinvcosv 


[6'^('-5^)-'"*]('-â|iû) 
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et 

aKsinvcosv 

j,,_  .^Ksinvcosv 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé,  article  XI.  Si  l'on  fait 
/  —  /i,  ce  qui  a  lieu  à  peu  près  pour  la  Terre,  on  aura,  en  observant 

q„or/r_ _-, 


<iA' 


('-3^7) 


8K    . 

-  -  sinvcosv 

—  sinv  cosvf  I 

e     ^  -* 


V'       3A'»0 


Cherchons  présentement  les  valeurs  de^,  /?,,  /?^*\  /?^"  et  S,  on  aura, 
par  l'article  XVI,  les  trois  équations 

^.- —  6  H — —  —  -— sm*v, 


2.«6  =  ^p(o(c-.3^.-); 


on  trouvera  facilement 


on  a  ensuite 
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et,  par  Tarticle  IX,  on  aura 

partant, 

les  trois  équations  précédentes  donneront  ainsi  les  deux  suivantes 

g        /n/  ^     \/3«  — 2/1,         2/1  — 4t     \ 

et  si,  pour  abréger,  on  fait 

_  t'  -  /»•  /  A   \         8A 

~      «»      V       3A"V       35A<»'' 

on  aura 

—  sin'v(Q'-+-7P') 


Kl»., 

i 


,m-  ""S  g 


<'-m-''Vi-<'-^^\ 


on  déterminera  6  au  moyen  de  l'équation 


Si  l'on  suppose  /z  infiniment  petit,  on  aura 


162  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

d'où  l'on  tirera 

3/Ksin*v 


P    = 


^^^('"'5Â^)~^'^* 


2K  —  sin'v 


pO)  = 


partant, 


('-3^)[^'«K'~5^'')~H' 


^  Ksin*v 

6=  - 


6^^(  I— ftttt)  — 4w 


I 


ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  (art.  XI).  Si  l'on  fait 
i  —  72,  on  aura 


P'=: 


Q-('-3^)(î^--^> 


35A('>  ^      V        3A<"/"        ^'      35A"> 


d'où  l'on  tirera 

/^    -/         3A  \/  A    \  8A    ««' 


K     .  ,    n« 


sin'v 


0-5^)0-3^)^*^-^^- 


8  A     n}' 


35At»>  ^ 


la  valeur  de  y  sera  donc,  dans  le  cas  où  «  =  /i  et  r  =  i , 

.>"  — 7 ^r;r-r- (cos'v  —  |sin'v)(n- 3  cosaô) 


6^- 


V       5A<»7 


8K 

—  sin  V  CCS  V  sin  B  ces  Q 


iqA 


C0S(£^-+-CT) 


i5A<*> 


H sin«V7 Vt-v7 —    A    \ ^^^ QÂ — --,sia«0cos(2ir-h2Gj), 

V       5A<»7\       3A(»V^*       ^'      35A(>>  ^ 
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XIX. 


Il  est  aisé  de  voir,  par  les  articles  XV  et  XYI,  que  Ton  aura  généra- 
lement, quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer. 


le  plus  grand  abaissement  des  eaux,  il  faut  faire  -^  =  o,  ce  qui  donne 


j/'rn  H  H-  M  sinv  cosv  sin 0  cosd  cos(<7  -h  w)  -4-  N  sin'v  sin'0  cos(a<7  ■+■  acj), 

H,  M  et  N  étant  fonctions  de  6;  pour  avoir  la  plus  grande  élévation  et 

dt 
o  =  McosvcosOsin(tr  4-ïïj)  -t-  aNsinvsin9sin(ai^  +  2cj); 

or  on  a 

sin(2  tf  4- aw)  =  a  sin(iY -h  Bj)  cos(i7  4- Gj)  ; 

Téquation  précédente  se  partage  ainsi  dans  les  deux  suivantes 

o=:sin(i/  -Hu), 

o  =  M  cosv  cosô  4-  4N  sinv  sind  cos(i/  -h  m)  ; 

la  première  de  ces  équations  se  rapporte  k  la  plus  grande  élévation,  qui 
a  lieu,  par  conséquent,  lorsque  it  +  cj  est  égal  à  zéro  ou  à  180^,  c'est- 
à-dire  lorsque  Tastre  passe  au  méridien  ;  la  seconde  équation  est  rela- 
tive aux  plus  grands  abaissements  et  donne 

,.,        ,        'MCOSVCOS0 
^  '  4Nsmvsinô 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y,  dans  la  marée  de  dessus,  est 

j  =  H  -+-  M  sinv  cosv  sind  cosd  4-  N  sin'v  sin*0, 

et  que  cette  valeu,r  dans  le  plus  grand  abaissement  des  eaux,  est 

M* 

r  =  H—  5ir;COS*vcos*9  — Nsin*vsin*0; 

-^  8N 

« 

la  différence  de  ces  deux  valeurs  est  la  différence  de  la  haute  à  la  basse 
mer,  que  l'observation  donne  immédiatement;  on  aura  donc  pour  cette 
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différence 

=^  (  Nsinvsin0-h  y-cosvcos^j  ; 

la  valeur  de  y^  dans  la  marée  de  dessous,  est 

j  =  H  —  M  sin  V  cosv  sin5  cos0  -h  N  sin*v  sin'ô; 

la  différence  des  deux  marées  de  dessus  et  de  dessous  est  conséquem- 

ment 

2M  sinv  cosv  sind  cosd, 

et  le  rapport  de  cette  différence  à  la  différence  de  la  haute  à  la  basse 
mer  est 

NM  si  n  V  cos  v  si  n  0  cos  9 


fNsinvsin0  4-  y  cosvcosô  j 


i> 


cette  quantité  que  nous  nommerons  (A)  est  nulle  lorsque  l'astre  ou 
lorsque  le  lieu  de  l'observation  sont  dans  l'équateur;  mais,  si  le  rap- 
port de  M  à  N  était  un  peu  grand,  la  quantité  (A)  serait  considérable 
dans  nos  ports,  lorsque  le  Soleil  et  la  Lune  seraient  dans  leurs  plus 
grandes  déclinaisons  australes.  Cherchons  ce  rapport  dans  la  théorie 
ordinaire  :  cette  théorie  revient  à  supposer  m  infiniment  petit  dans  la 
valeur  de  y  de  l'article  XI  et  à  changer  m  en  —  1,  dans  les  angles  mi  —  xs 

et  2/72/  —  ixs\  on  aura  donc,  en  observant  que  a*  =  6/g^(i  —  ftcït)* 
dans  cette  valeur 

7  = -. ^  .   .  (cos'v  —  |sin*v)  (i  -hScosaô) 

H ; ô-T-T-sinvcosvsinôcos0co8(£7  -hw) 


8 


(         3A  \ 
\      5A('7 


H 7 5-^-r-sin'vsin'ôcos(a«Y-h  acj). 


'^S 


\      5A<>7 


ce  qui  donne  M  =  4N,  partant. 


.  4  sinv  cosv  sinô  cos 9     __  sinavsinad^ 

^    '  ^  (sinvsinô-hcosvcosô)'  ~"  co8*(ô— -  v)' 
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dans  nos  ports  et  dans  les  grandes  déclinaisons  australes  du  Soleil  et 
de  la  Lune,  (A)  serait  négatif  et  plus  grand  que  —  2;  or  cette  valeur 
de  (A)  est  très  considérable  et  beaucoup  plus  grande  que  suivant 
toutes  les  observations  qui  donnent  pour  (A)  une  quantité  presque 
insensible. 

Dans  le  cas  où,  en  supposant  la  Terre  immobile,  on  transporterait 
en  sens  contraire  a  l'astre  attirant  son  mouvement  angulaire  de  rota- 
tion, on  trouverait  par  Farticle  XI 


M 

N 


M- m-' 


i^ 


ce  rapport  serait  très  petit  si  la  profondeur  /  de  la  mer  différait  très 
peu  de  — -r-^ — 3TT'  ^'  ^'^^  pourrait  expliquer  ainsi  pourquoi  la  dif- 

fcrence  des  deux  marées  d'un  même  jour  est  aussi  peu  considérable; 

3JK  / 

mais,  d'un  autre  côté,  N  étant  égal  à -v.  ^ j  la  hauteur 

des  marées  serait  alors  extrêmement  grande,  ce  qui  parait  contraire 
aux  observations  faites  nouvellement  dans  la  mer  du  Sud,  suivant 
lesquelles  le  plus  grand  effet  de  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
élever  les  eaux  de  la  mer  n'excède  pas  2  pieds. 

Voyons  maintenant  si,  en  ayant  égard  au  mouvement  de  rotation  de 
la  Terre,  il  ne  serait  pas  possible  de  satisfaire  aux  observations,  et 
pour  cela  checchons  directement  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer, 
dans  laquelle  on  aurait  M  =  o. 

Reprenons  les  équations  (21)  et  (22)  de  rarticle  XV;  soit  b^^^  le 
coefficient  de  cos(ï/  -h  xs)  dans  l'expression  de  u;  puisque,  pîir  l'hypo- 
thèse, le  coefficient  de  ce  cosinus  est  nul  dans  l'expression  de  r,  il  est 
clair  qu'il  sera  pareillement  nul  dans  l'expression  dey.  Cela  posé,  si 
dans  les  équations  (21)  et  (22)  on  suppose  i—  n,  ce  qui  est  à  peu 
près  vrai  pour  la  Terre,  et  que  l'on  n'y  considère  que  les  coefficients 
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de  cos(ï/  -h  u),  on  aura,  par  la  Comparaison  de  ces  coefficients,  les 
deux  équations  suivantes 

o  =:  —  y  —77-  H-  y  b^^f  -r— t:  —  b^^^  -^ =-  y  sin v  cos v  -r-^r, 

'    âO        '        sinô  dO        n*  '  sin& 

n*  6^*^(4  cos*(?  —  i)  =  2K  sinv  cosv(4  cos*ô  —  i); 
cette  seconde  équation  donne 

6f*>  =  — T-sinvcosv; 

substituant  cette  valeur  de  b^*^  dans  la  première,  on  en  tirera  ^  =  o; 

partant  /y  est  égal  à  une  constante  que  l'on  peut  représenter  par  /. 

Il  suit  du  calcul  précédent  non  seulement  que,  dans  la  supposition 
de  M  =  o,  la  profondeur  de  la  mer  est  constante,  mais  encore  que, 
cette  profondeur  étant  constante,  on  a  M  =  o,  car,  en  supposant 

M  =  o,         ^^*^=:  — r-sinvcosv        cl        /y  =  /, 

on  satisfait  aux  équations  (21)  et  (22),  et  l'on  prouvera,  par  les  raison- 
nements de  l'article  XIV,  que  dans  la  question  présente  il  n'y  a  que  ce 
seul  moyen  d'y  satisfaire  dont  on  doive  faire  usage.  Il  est  d'autant  plus 
remarquable  que  l'on  ait  toujours  M  =  o,  lorsque  la  profondeur  de  la 
mer  est  constante,  que  si  l'on  suppose  la  Terre  immobile,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  à  l'astre  son  mouvement  angulaire  de  rotation, 
la  valeur  que  l'on  trouve  pour  M  peut  être  très  considérable  et  qu'elle 
ne  devient  nulle  que  dans  le  seul  cas  où  l'on  a 


ce  qui  fait  voir  d'une  manière  très  sensible  combien  il  est  différent  de 
supposer  la  Terre  immobile,  ou  d'avoir  égard  à  son  mouvement  de 
rotation. 

En  comparant  les  coefficients  de  cos(2iV -h  2tj)  dans  les  équa- 
tions (21)  et  (22),  et  supposant  toujours  /y  =  /,  on  trouvera  faci- 
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lement  que  la  supposition  de  N  =  o  ne  peut  y  satisfaire  et  que,  ainsi, 
non  seulement  (A)  =  o,  lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  con- 
stante, mais  que  cette  équation  indique  nécessairement  une  profon- 
deur constante  et,  comme  dans  la  nature  cette  équation  a  lieu  à  très 
peu  près,  il  paraît  naturel  d'en  conclure  que,  si  l'on  en  excepte  le  voi- 
sinage des  côtes,  la  mer  a  partout  à  peu  près  la  même  profondeur.  On 
peut  même  déterminer  par  la  théorie  précédente  la  loi  des  petites 
variations  de  la  profondeur  de  la  mer,  en  supposant,  toutefois,  les 
observations  exactes.  Cette  détermination  est  fondée  sur  une  remarque 
qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite,  et  qui  consiste  en  ce  que  l'on 
peut' toujours  avoir  la  valeur  de  M,  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  que 
recouvre  la  mer  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  Pour  cela,  supposons 
d'abord  la  densité  du  fluide  nulle,  et  considérons  la  troisième  et  la 
quatrième  des  équations  (L)  de  l'article  XV;  si  l'on  y  fait  (  =  «,  ce 
qui  a  lieu  à  peu  près  pour  la  Terre,  elles  se  changeront  dans  les  deux 
suivantes 

'    (J9  '        sin9  dO       n*sm'9  /i'     smfl 

/i'6")(4cos'6  — i)  =—g-Tz—  ^gl>-^~Q  +  2Ksinvcosv(4co3'e—  i); 

pour  satisfaire  à  ces  équations,  s'oit 

t  ^/sin6cos9," 

la  seconde  équation  donnera 

n»fti')(4cos'9  —  i)  =  — ^(4cos*9  — i)  +  aKBmvcos(4co8'Ô  — i); 

partant. 

ôiD—  —  g/+3Kainvcoav 

Observons  présentement  que,  dans  le  cas  oii  le  sphéroïde  recouvert 
par  la  mer  est  un  ellij; 
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g  étant  une  quantité  quelconque  positive  ou  négative;  si  Toi^  substitue 
ces  valeurs  de  y»  ^  et  6^*^  dans  la  première  des  deux  équations  précé- 
dentes, on  trouvera 

/=  ;^(^/— aKsiovcoev);     ,  .  ;    i 

partant, 

,      4K.ârsinvcosv 

/=  ' * '"-i    -M» 

2  ^^  —  n* 

1 

On  prouvera  facilement,  par  la  méthode  de  Farticle  XIY,  qiHQ  c^s  deux 
valeurs  de  b  et  de  6^*^  sont  les  seules  que  Ton  doive  admaUfO  dans  la 
question  présente. 
Si  Ton  a  égard  à  la  densité  A  du  fluide,  on  trouvera  par  l'article  XYl 

-  ^A  '  ""  ^Ânr) -^  2*^  sinv  cosv 
^,(1)  ^ V ^a_/ ^ 


^  4K^sinvcosv 

/  3A  \ 


on  observera  ici  que  M  est  égal  à  -: — - — -y  et  que,  ainsi*  Ton  a,  quel 

que  soit  y, 

4K7 


M 


^^^"'('-6^)-'*' 


cette  valeur  de  M  est  d'autant  plus  remarquable,  que  d'elle  ^eule 
dépend,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  l'effet  de  l'attraction  et 
de  la  pression  des  eaux  de  la  mer  sur  la  précession  des  équinoxes 
et  la  nutation  de  l'axe  terrestre,  et  qu'elle  nous  met  ainsi  en  état  de 
déterminer  généralement  cet  effet,  dans  le  cas  oii  la  Terre  est  un  ellip- 
soïde quelconque  de  révolution  recouvert  par  la  mer. 

Nous  venons  de  voir  que,  pour  satisfaire  aux  observations,  g  doit 
être  très  petit,  et  dans  ce  cas  le  dénominateur  de  l'expression  M  est 
une  quantité  négative;  or,  si  l'on  s'en  rapporte  aux  observations 
dont  M.  Cassini  fait  mention  dans  les  Mémoires  de  V Académie  pour 
l'année  1714»  page  206,  la  marée  du  soir  à  Brest  est  un  peu  plus 
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grande  que  celles  du  matin  dans  les  syzygies  d'été,  et  un  peu  moindre 
dans  les  syzygies  d'hiver,  ce  qui  suppose  que  M  est  une  très  petite 
quantité  positive;  d'où  il  suit  que  la  profondeur  de  la  raer  est  un 
peu  plus  grande  aux  pâles  qu'à  l'équateur;  mais  cette  conséquence 
étant  fondée  sur  des  observations  fort  délicates,  puisque  la  différence 
des  deux  marées  d'un  même  jour  est  toujours  fort  petite,  on  ne  peut  la 
regarder  comme  certaine  que  lorsqu'on  aura  un  plus  grand  nombre 
d'observations  faites  en  différents  endroits. 

La  variation  de  la  profondeur  de  la  mer  étant  fort  petite,  on  peut, 
sans  erreur  sensible,  calculer  la  valeur  de  N  comme  si  l'on  avait  r  =  « 
ou,  ce  qui  revient  à  Iriis  peu  près  au  même,  comme  si  r  était  égal  k  un 
nombre  un  peu  considérable,  tel  que  lo,  ii  ou  12,  et  l'on  aura  ainsi 
la  toi  des  hauteurs  des  marées  suivant  les  différentes  latitudes;  mais, 
comme  il  est  impossible  de  comparer  sur  ce  point  la  théorie  avec  les 
observations,  parce  que  les  causes  locales,  telles  que  la  situation  des 
côtes,  la  pente  des  rivages,  etc.  produisent  dans  la  hauteur  des  marées 
des  différences  prodigieuses  à  latitudes  égales,  il  est  entièrement  inu- 
tile de  calculer  cette  valeur  de  N;  il  nous  suffit  d'avoir  montré  com- 
ment il  est  possible  de  concilier  la  théorie  avec  l'observation,  sur  le 
peu  de  différence  qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un  même  jour. 
L'explication  de  ce  phénomène  nous  conduit  à  déterminer  le  temps 
des  plus  grandes  marées  dans  nos  ports;  il  est  difficile  de  se  refuser 
au  grand  nombre  d'observations  qui  établissent  directement  que  les 
plus  grandes  marées  arrivent  dans  les  équinoxes,  et  cela  paraît  être 
une  suite  du  peu  de  différence  qui  existe  entre  tes  deux  marées  d'un 
même  jour;  car,  si  cette  différence  était  exactement  nulle,  on  aurait 

/^H  +  NsiD'vsiD'6cos(ai(-i-  asj); 

la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  serait  2N  sin'O  sin'v,  laquelle 
est  k  son  maximum  lorsque  8inv=:i,  ou  lorsque  l'astre  est  dans 
l'équateur;  or  on  a  observ 
rence  est  grande,  plus  la  ha 
(Mémoires  de  l'Académie,  a 

OF.aortêdt  /,.  -  IX, 
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plus  grandes  marées  arrivent  dans  les  équinoxos.  Pour  ce  qui  regarde 
les  autres  phénomènes  des  marées»  comme  leur  explication  est  ici  la 
même  que  dans  la  théorie  ordinaire,  nous  renvoyons,  a  cet  égard,  à 
Texcellente  pièce  de  M.  Daniel  BernouUi,  sur  le  flux  et  le  reflux  de 
la  mer. 

XX. 

La  considération  des  équations  (4)  et  (5)  de  l'article  VI  nous  donne 
facilement  la  vitesse  d*un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  du 
fluide;  car  elles  nous  montrent  que  cette  vitesse  est  fonction  de  0,  cr, 
/  et  s,  et  qu'ainsi,  la  profondeur  du  fluide  étant  supposée  très  petite, 
la  vitesse  est  la  même  pour  tous  les  points  pour  lesquels  6  et  ci  sont  les 
mêmes;  connaissant  donc,  par  ce  qui  précède,  cette  vitesse  à  un  point 
quelconque  de  la  surface  extérieure,  on  aura  celle  de  tous  les  points 
du  fluide,  situés  sur  le  même  rayon. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer  la  pression  du 
fluide  sur  le  sphéroïde  qu'il  recouvre;  nommons  (p)  la  pression  du 
fluide  dans  le  cas  de  l'équilibre  sur  le  point  n  de  la  surface  du  sphé- 
roïde, pour  lequel  l'angle  wCA  =  6  4-  aw  (^g.  3,  p.  g3);  soit,  dans 
cette  même  supposition,  Q  l'attraction  du  fluide  et  du  sphéroïde  sur 
ce  point,  et  Btr  l'élément  de  la  direction  suivant  laquelle  elle  agit: 
l'équation  (3)  de  l'article  IV nous  donnera 

-  ^  i[(5  4-  ar)  sin (ô  4-  ««)?=  -  Q  5(7  -  ^^  ; 

soit  présentement  la  pression  p  =  (p)  +  ap*;  il  est  aisé  de  voir  que 
l'action  de  l'astre  attirant  et  l'attraction  de  la  difierence  d'une  sphère, 
dont  le  rayon  est  i  et  dont  la  densité  est  la  même  que  celle  du  fluide, 
et  d'un  sphéroïde  de  même  densité  et  dont  le  rayon  est  i  +  ay,  il  est 
aisé  de  voir,  dis-je,  que  ces  attractions  multipliées  par  les  éléments  de 
leurs  directions,  donnent  sensiblement  les  mêmes  produits  pour  le 
point  n  placé  à  la  surface  du  sphéroïde  que  pour  le  point  N  placé  à  la 
surface  du  fluide;  l'équation  (3)  se  changera  conséquemment  dans  la 
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suivante,  en  observant  qu'à  la  surface  du  sphéroïde  Bs  est  de  l'ordre 
q  SQ,  et  en  négligeant  ce  qu'il  est  permis  de  négliger, 


=  -«^A(*M  +  ^3e)  +  s(si-SJ, 


mais  les  quantités  -gr  et  ^  étant  les  mêmes,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  au  point  n  qu'au  point  N,  l'équation  (i*)  de  l'article  V  donne 


n-T-  sinOcosfi  1  -i-  «  5in 


=  _.^A(*a«+*e.)  +  s(ai-»i,)- 


on  aura  donc  -^  =gBy  et,  en  intégrant, p'  =  ^gy  +  G,  G  étant  une 
constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  de  t,  sans  ô  ni  u;  si  l'on 
observe  cependant  que,  par  les  mêmes  raisons  pour  lesquelles  nous 
avons  vu  précédemmentque^,  u  et  v  doivent  être  fonctions  de  ô  et  de 
l'angle  it  +  a,p'  ne  peut  être  pareillement  que  fonction  de  ces  deux 
quantités,  on  en  conclura  que  G,  ne  renfermant  point  c,  ne  peut  ren- 
fermer le  temps  t,  et  qu'ainsi  cette  quantité  doit  être  indépendante 
de  t,  9  et  o. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  jp"  et  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment  pour/,  on  pourra  déterminer  la  précession  des  équi- 
noxes  et  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer;  nous  allons  nous  occuper  de  celle 
recherche  intéressante,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  auparavant 
quelques  réflexions  sur  le  degré  de  précision  de  la  théorie  précé- 
dente. 

XXI. 

Nous  avons  supposé,  dans  cette  théorie,  A,  i  et  v  constants;  suppo- 
sons, maintenant, 
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quantités;  on  reprendra  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  i'fivt^i^lq  YI 1 

(6)  >'=-'yU  +  5s^"inïëj-^"55' 

(7)       \      =-S%^^^ 

-4-  K  sin 2 0  [}  sin' V  —  eos*i*  -H  \  sin'v  cos( 2 9  —  a»^  —  im)'\ 
4-  2Kcos29sinvcosvcos(9  —  /*/  — ©), 

d}v  .  ^f.  du  .   ^       ^ 

-"TT  sin*  9  4-  a /i -rr  sin  0  cos  9 
ai'  ai 

^^'       '      =— fi-r^  +  ACsin9  +  Ksinvcosvsîn2dsin(9  —  /li  — m) 

^  ad 

H-  Ksin*v  sin'dsin(a9  —  int  —  acj). 

Prenons  pour  premier  méridien  celui  qui  est  perpeiidiciilaire  au 
plan  de  Técliptique;  soit  5  la  latitude  de  Tastre  au-dessus  du  plan  de 
récliptique,  s  étant  toujours  une  très  petite  quantité  dont  nous  négli- 
gerons le  carré  et  les  puissances  supérieures  ;  soit  encore  90®  —  t 
l'angle  que  forme  le  plan  de  Técliptique  avec  celui  de  Téquateur,  et 
nommons  %  le  mouvement  vrai  de  Tastre  rapporté  à  l'écliptique,  en 
prenant  pour  origine  Téquinoxe  du  printemps;  9  exprimera  la  dis- 
tance  de  Tastre  au  premier  méridien  comptée  sur  Téquateur,  et  si  l'on 
fait  passer  un  plan  par  le  centre  de  la  Terre,  par  celui  de  l'astre  et  par 
le  point  de  l'équinoxe,  l'angle  que  formera  ce  plan  avec  l'équateur 

sera  90°  —  e  -f-  -: — ;  or,  en  considérant  le  triangle  sphérique  formé 

par  ce  plan,  par  l'équateur  et  par  le  méridien  de  l'astre,  on  trouvera 
par  la  Trigonométrie  sphérique 


\       sm^/ I 


cos 

cosv  sins* 

partant,  on  aura 

cosv  =  cos esinjs  4-^8106; 


•-•.  :   »  .    »  '     -  M»     îi   '  • 
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d^ô&rbntîré  ' 

sin V  =;: y^cos's-hBin*esin*3  •—  a^einecosesinjs; 

on  aura  ensuite 

I  sin  g  sin  y 

"  cos-scoso' 


sinfe r — 1 

\       sin  5/ 

d*oii  l'on  tire 

sin5  8ina-*5cost 
cosy  =  ) 

VC0S*j5-i-sin*esin'5 — a^sine  cosesinj» 

—  C0S5 

8my  =  -p:  ; 

VCos'5-f-sin*e  sin*^ — 35  sine  coss  sin  5 

partant, 

sin  V  CCS  V  siny  =  —  (cosesing  +  5  sin  s)  ces  2 

et 

sinvcosvcosf  =     (sinEsin-s  —  scose)  (cose  sin 5  -h  5  sine); 

on  a  présentement 
et 

cos(9  — /if  —  Bj)  =  sin9sin(n^4-Bj)  -hcosçcos(/i/  +  ©); 

substituant  donct  au  lieu  de  A,  s  et  z,  leurs  valeurs  en  temps  moyen 
dans  la  quantité 

K  sinv  cosv  cos(9  —  nt  —  w), 

on  aura  une  suite  de  termes  de  cette  forme 

K'  C08(/t^  H-  m^  -h  GJ  -H  A ). 

On  substituera  la  somme  de  tous  ces  termes  au  lieu  de 

K  sinv  cosv  cos(9  —  n/  —  w), 
dans  Téquation  (7),  et  comme  la  quantité 

K  sinv  cosv  sin  (9  —  /i/  —  or) 
Péréquation  (9)  résulte  de  la  différentiation  de  la  quantité 

K  sinv  cosv  cos (9  —nt  --  xs) 


174  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

par  rapport  à  nr,  il  est  clair  que  chaque  terme  tel  que 

K'  cos{nt  -f-  m^  -h  Bj  -H  A) 

de  Texpression  de 

Ksinvcosvcos(9  —  nt  —js) 

donnera  le  terme 

—  K'  sin(/i/  H-  m/  -f-  Bj  -H  A), 

dans  l'expression  de 

K  sinv  cosv  sin(9  —  /i^  —  gj), 

et  ce  sera  la  somme  de  tous  ces  termes  qu'il  faudra  substituer  au  lieu 
de  cette  quantité  dans  l'équation  (9). 
On  a  pareillement 

cos(2(p  —  2nl  —  2Gj)  =:  sin2  9  ^in  (2 nt -h  2jn)  h-  cosa 9005(2/1/  ■+■  2w); 

de  plus,  on  a  par  ce  qui  précède 

sin*v  sin2  9  =—  2cos«(sin£sin^  — 5cose), 
sîn'vcos2  9ii=sin*e  sin*5  —  cos'5  —  25  sine  cosesin^; 

on  aura  donc,  au  lieu  de 

Ksin*vcos(29  —  2/1/  —  2cj), 

une  suite  de  termes  de  cette  forme 

K' 008(2/1/ -H  2ml  -f-2i!y-H  aA), 

et  comme  on  a 

^    .   ,     .    ,                            .1  d.Ksin*vcos(29  —  2/1/ —  2ciy) 
Ksm*vsm(2©  —  2/1/  —  2w)  = ^^ > 

le  terme 

K'C0S(a/l/-t-  2/W/-4-  2GH-  2 A) 

donnera  le  terme 

—  K'sin(2/i/-+-  2nil  -h  2ciy -+- 2A), 

dans  la  quantité 

K  sin*v  8Jn(29  —  2/1/  —  aoj) 

de  l'équation  (9). 
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Enfin  la  quantité 

m 

JK(sin*v  — 2C0s*v)    ou    {K(i  — 3cos*v) 
donnera  une  suite  de  termes  de  la  forme 

K'cos(m/H- A). 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  de  Téquation  (7),  tel 

que 

2K'cosaOcos(/<^  -h  m/  4-  en-  A), 

ctsupposonsy  pour  plus  de  simplicité,  la  densité  du  fluide  nulle;  on 
pourra  facilement  y  avoir  égard  ensuite,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 
cédemment. Le  correspondant  du  terme 

2 K' ces 2 0  cos {ni  ->r  mt  -{-  X3  -^  .K) 

âcra,  dans  Téquation  (9), 

—  K'siu2  5sin(/i<  -h  m^H-cj  4-  A); 

^n  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  supposera,  conformément  à  la 
méthode  précédente, 

y  ~acos(nt  -^  mt  -h  vs  -h  A), 

U  ^z  b  COS(/l/  -r  /7J^  -h  en-  A  ) 

\^  =zc  sin(/i^  -^  mt  -{-  xs  -h  A), 

<z,  6  et  c  étant  fonctions  de  0  seul  ;  en  substituant  ces  valeurs  de  y,  11 
et (^  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  on  aura  les  trois  suivantes 

,    /db  ,  cos(?\        -,  dy 

'\âO  sinOj  àO 

-—{n-hmyb  —  2 /«(m -h  /M)6'sin9cosô  =  — ^  -^  -h  iK'cosîO, 

—  (n  -+-/n)*csin*0—  2n(n -^  m)b sïnQcosO  -  ga  —  k'siri2  0. 

Lorsque  m  est  très  petit  par  rapport  à  /i,  on  peut,  sans  craindre  aucune 
erreur  sensible,  déterminer  a,  h  et  c,  comme  si  l'on  avait  772  =  o;  d'oii 
il  suit  qu'alors  les  parties  des  expressions  de  jk»  u  et  k\  qui  dépendent 
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(les  quantités 

a  K  cos  2  0  sin  V  cos  v  cos  (  9  —  «^  —  eu) 

K  sinvcosvsin2dsin(9  -—  /i^—  bj), 

seront  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  Ton  aurait  en  regar- 
dant 9,  V  et  K  comme  constants  dans  l'intégration,  et  en  substituant 
ensuite,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  véritables  valeurs  variables, 
ainsi  que  nous  l'avons  prescrit  dans  l'article  XVII. 

Considérons  un  autre  terme  quelconque  de  Téquation  (7),  tel  que 

m 
m 

IK^sinaôcosCa/iZ-h  2m'/-4-  aci-*-  2A'), 

dont  le  correspondant  dans  l'équation  (9)  est 

—  K" sïn^ 6 s\n {2 nt  -+-  2mU  -+-  2gt-!-  2A'); 

on  supposera,  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme, 

y  =z  a' cos{2 nt  -{- 2 m' t  -h  2m  -\-  2 A'), 
u  rzi  b'cos{2nt  -+-  2m' t  H-  2cy-f-  2A'), 
V  =c'  s\n{2 nt  -h  2mU  -4-  2tït-+-  2 A'), 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  a\  h'  et  c',  les  trois  équations 

—  4(/*  +m')«6'— /i'iC/i-f-mOc'sinôcosôzi:  — ^^  H-îK'sin2(?, 

—  4(n -h  m')«c'sin*0  —  4«('i -4-/^)6' sin0cosô  =  2^a'—K'sin«5; 

on  voit  facilement  encore  que,  si  m'  est  très  petit  par  rapport  à  /i,  les 
parties  des  expressions  de  y.uatv  qui  dépendent  des  quantités 

{Ksin2^sin*vcos(2  9  —  2nt  —  2m) 

et 

Ksin*vsin*ôsin(29  —  2w^—  2x3) 

sont  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  l'on  aurait  en  regardant 
Q,  V  et  K  comme  constants  durant  l'intégration,  et  en  substituant 
ensuite,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  valeurs  variables. 
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Relativement  au  Soleil,  les  quantités  /w,  m',  ...  sont  très  petites  par 
rapport  à  /i,  parce  que  le  mouvement  moyen  du  Soleil  dans  son  orbite 
n'est  que  la  ^  partie  environ  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre; 
ainsi  les  parties  des  expressions  de  7,  i/  et  (^  qui  dépendent  des  quan- 
tités 

JK  sinaôsin' V  008(39  — 2/1^  — 2Gj), 

Ksin'v  sin*9sin(2cp  —  2Ai^  —  2cj), 

2Kcos2  0sinvcosvcos(   9—    nt—    cj), 

Ksinvcosvsin2dsin(   <p— -    nt—    cj), 

qui  se  trouvent  dans  les  équations  (7)  et  (9),  sont  à  très  peu  près  les 
mêmes  pour  le  Soleil  que  celles  que  nous  avons  déterminées  par  la 
théorie  précédente.  L'approximation  est  un  peu  moins  exacte  pour  la 
Lune,  parce  que  son  mouvement  est  plus  rapide;  mais,  comme  il  n'est 
encore  que  ^  de  celui  de  rotation  de  la  Terre,  on  peut  la  regarder 
comme  suffisamment  exacte. 

Il  nous  reste  présentement  à  considérer  les  termes  de  la  forme 

K'sin2Ôcos(/?i^-t-  A), 

que  donne  le  développement  de  la  quantité 

Ksina^dsin'v  —  cos'v). 

On  supposera,  comme  précédemment, 

j^=:acos(/w/ 4- A), 
«  =  6cos(m^ -h  A) 

et 

c  =c  sin(m^-4-  A), 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  a,  6,  c,  les  équations 

—  m* 6  —  2/imcsin9cos6  =  — ^-r^  -hK'sin2&, 

—  m*c  sin'  6  —  2  nmb  sîn  ô  cos  ^  =  o. 

OBnrfff  d9  L,  —  IX.  23 
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Si  Ton  supposait  la  Terre  immobile,  en  transportant  en  sens  contraire 
à  l'astre  son  mouvement  angulaire  de  rotation,  il  faudrait  faire  n  =  o 
dans  les  équations  précédentes;  on  aurait  alors  c  =  o,  et  en  négligeant 
les  quantités  de  l'ordre  m^,  ce  qui  est  permis,  à  cause  de  la  lenteur  du 
mouvement  de  Tastre  dans  son  orbite,  on  aurait  les  deux  équations 

0=-^^  -+-K'sm20; 

d'où  il  résulte  que  les  parties  des  expressions  de  y,  m  et  ç'  qui  dépen- 
dent de  la  quantité 

Ksinaô(^sin*v— -cos*v) 

seraient  alors  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  Ton  aurait  en 
regardant  v  et  K  comme  constants;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  lorsqu'on 
a  égard  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  :  dans  ce  cas,  on  a 

2n  ,coh9 

C  = O—r—xi 

m     sm9 

et  l'on  déterminera  a  et  6  au  moyen  des  deux  équations 

,    (db       -cos0\       „dy 

A(4/i*co8*^  —  m*)  =  —  5^ -r^  -H K'sinaô, 

en  sorte  que  a  et  6  ne  sont  plus  ici  les  mêmes  que  dans  la  supposition 
de  /z=:o;  la  valeur  de  c,  et  par  conséquent  celle  de  v^  sera  fort  grande, 
si  m  est  très  petit  par  rapport  à  n,  ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil,  car  on 
verra  facilement,  par  ce  qui  précède,  que  mt  est  égal  au  double  du 
moyen  mouvement  du  Soleil,  qui  est  très  petit  par  rapport  à  2/1/,  en 

sorte  que  —  est  fort  grand  et  à  peu  près  égal  à  365;  mais  le  terme  le 

plus  considérable  de  v  est  celui  qui  dépend  de  l'inclinaison  de  l'orbite 
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lunaife»  car  il  est  facile  de  s*assurer  que  la  quantité 

K(^sin'v  —  cos*v) 

produira  un  terme  de  cette  forme 

K'psin2  0cos(m'^  H- A'), 

p  étant  la  tangente  de  Tinclinaison  moyenne  de  l'orbite  de  la  Lune  et 
nii  représentant  le  mouvement  moyen  de  son  nœud;  or  ce  mouvement 
étant  environ  dix-huit  fois  moindre  que  celui  du  Soleil,  on  aura,  à  peu 
près, 

<2  fi 

— :  =zr  36.365, 
m 

partant 

c  =1  —  36.365  —. — T  h  ; 

sm7 

à  la  vérité,  la  tangente/?  étant  fort  petite,  6  et  a  seront  eux-mêmes  peu 
considérables,  et  la  valeur  de  c  en  sera  beaucoup  diminuée;  malgré 
cette  diminution,  le  terme  csin(/w'/  -t-  A')  restera  encore  le  plus  con- 
sidérable de  l'expression  de  s?. 

Il  résulte  de  là  que  les  parties  des  expressions  de  j,  u  et  v  qui  dé- 
pendent de  la  quantité 

K  sin26(:J  sin'v  —  cos*v) 

sont  bien  différentes  de  celles  que  l'on  a  en  regardant  K  et  v  comme 
constants;  mais  on  doit  observer  qu'à  cause  de  la  lenteur  avec  laquelle 
les  angles  m/,/7i'/, ...  croissent,  oh  ne  peut  se  dispenser,  dans  la  déter- 
mination des  quantités  a,  h  et  c,  d'avoir  égard  à  la  résistance  que  les 
eaux  de  la  mer  éprouvent,  et  en  vertu  de  laquelle  elles  se  remettraient 
bientôt  dans  leur  état  d'équilibre  si  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune 
venait  à  cesser.  Supposons  ici  que  cette  résistance  soit  proportion- 
nelle a  la  vitesse,  il  faut  alors  ajouter  au  premier  membre  de  Téq na- 
tion (7)  la  quantité  p^>  et,  au  premier  membre  de  l'équation  (9),  la 

quantité  p^sin'O,  p  étant  un  coefficient  constant  dépendant  do  l'in- 
tensité de  la  résistance.  Pour  avoir  ensuite  les  parties  des  expressions 
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de  V,  //et^qui  dépendent  du  terme  K'sîn  2 Ocos(/n/ -h  A),  on  fera 

^  =  flr  cos(/n/  ■+- A)  -+- a'sin(m/ -i- A), 
u:=zb  cos(m^  -h  A)  -h  &'  sin(mr  -h  A), 
i>=:c  sin(m^ -I- A)  4-c'cos(m/-i- A), 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  on 
aura,  pour  déterminer  les  six  quantités  a,  a\  6,  //,  c,  c\  les  six  équa- 
tions suivantes  : 

,   fdb        .  cos9\       .,  ày 

'\o9  smdj  d9 

f  I   (^^'       ,;COS0\       .,,c>y 

'\d9  sindj  09 

—  m*Z>  4-  pmb'—  inmc  sinôcosô  — —  ^  -^  -hK'sina^, 

—  m^b'—  pmb  -+-  2  unie' s\n 9  cos 9  z=z  —  g  -^7-, 

—  m'c  sin'ô  —  p/wc'sin*0  —  inmb  8in6cosô=:o, 

—  m'c'sin*0-Hp/nc  sin*5H-  2nm6'sin0cos9.=  o; 

si  p  est  beaucoup  plus  grand  que  m,  les  quatre  dernières  de  ces  équa- 
tions donneront,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  m, 

in  ,,cos0  ,  in  ,  cosô 

p       sm7  p      smd 

o^-g-^         et         -^^^-f-K'smaôzno. 
On  satisfera  donc  h  toutes  les  équations  précédentes,  en  faisant 

b'=L  o,         c  =  o,         a'=:  o 

et  en  déterminant  a,  6,  c'  au  moyen  des  équations 


,    /db       ,cos0\      ,,dy 


da 


2W  ,  cosô 

c  = ^-^-û 

p      sm9 
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On  voit  ainsi  que  les  valeurs  de  a  et  6  se  détermineront  comme  si 
l'on  avait  /»  =  o,  et  qu'ainsi  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  dépend 
de  la  quantité 

K({sin'v  —  cos'v) 

est  alors  k  peu  près  la  même  que  celle  que  l'on  trouve  en  regardant  K 
cît  V  comme  constants. 

La  supposition  de  p  beaucoup  plus  grand  que  m  parait  être  vraie 
par  rapport  au  Soleil,  car  on  peut  supposer  p  proportionnel  au  temps 
€|ui  serait  nécessaire  pour  que  la  mer  reprit  son  état  d'équilibre  si 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  venait  à  cesser;  or  il  est  très  vraisem- 
blable que  ce  temps  serait  beaucoup  moindre  qu'une  année;  d'où  il 
suit  que  la  valeur  entière  de  j,  que  nous  avons  déterminée  par  la  théo- 
rie précédente,  peut  être  regardée  comme  fort  approchée  par  rapport 
au  Soleil.  Cette  même  supposition  de  p  beaucoup  plus  grand  que  m 
pourrait  n'être  pas  exacte  par  rapport  à  la  Lune,  et  alors  la  partie  de 
l'expression  de  j  qui  dépend  de  la  quantité 

K(^sin'v  —  cos*v) 

pourrait  être  sensiblement  différente  de  celle  que  l'on  trouve  en  sup- 
posant K  et  V  constants;  il  parait  impossible  de  la  déterminer  par  la 
théorie,  parce  qu'on  ignore  la  loi  de  la  résistance  en  vertu  de  laquelle 
la  mer  tend  sans  cesse  à  se  remettre  en  équilibre;  heureusement  cette 
quantité  n'influe  que  sur  les  hauteurs  absolues  de  la  mer,  suivant  les 
différentes  déclinaisons  de  la  Lune,  et  ne  change  rien  aux  autres  phé- 
nomènes des  marées,  en  sorte  que,  si  l'on  suppose,  en  vertu  de  l'action 
de  la  Lune, 

^  — «H-  ^8invcosvcos(«7-hisj)  4-csin*vcos(2i7  h-  anr), 

h  et  c  seront  à  peu  près  les  mêmes  que  par  la  théorie  précédente,  et  il 
ne  peut  rester  d'incertitude  que  sur  la  valeur  de  a  ;  nous  croyons 
cependant  que  cette  valeur  ne  s'éloigne  pas  beaucoup  de  celle  que 
donne  notre  théorie. 
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La  considération  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  peut 
servir  à  lever  une  diiBculté  que  Ton  pourrait  faire  sur  ce  que  nous 

avons  supposé,  article  XV,  que  ^  ne  renferme  aucun  terme  constant, 

c'est-k-dire  indépendant  du  temps  /.  En  considérant,  en  effet,  les  ar- 
ticles II  et  m,  on  voit  que,  pour  l'exactitude  de  nos  calculs,  il  suffit 

que  y,  u  et  -r-  ne  renferment  que  des  termes  constants  ou  pério- 
diques, en  sorte  que  i^  peut,  sans  nuire  à  cette  exactitude,  renfermer 
un  terme  proportionnel  au  temps  ;  mais,  si  l'on  reprend  les  équa- 
tions (J)  de  rarticle  XV,  on  verra  facilement  que  la  supposition  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  introduit,  dans  le  premier 

membre  de  la  seconde  de  ces  équations,  le  terme  p<3=>  et,  dans  le 
premier  membre  de  la  troisième  de  ces  équations,  le  terme  p«  ^sin*0; 
or  il  est  impossible  de  satisfaire  alors  k  cette  dernière  équation,  en 

supposant  que  ~  renferme  un  terme  constant,  sans  que  5Ë  ^^  ^  ^" 
renferme. 

On  peut  faire  une  remarque  entièrement  semblable  sur  toutes  les 
manières  de  satisfaire  aux  équations  (J)  de  l'article  XV,  différentes 
de  celle  que  nous  avons  employée  :  il  est  clair,  en  effet,  que  la  suppo- 
sition d'une  légère  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  ne  fera  que 
changer  extrêmement  peu  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  ci-des- 
sus pour. y,  w  et  ^;  or,  dans  l'hypothèse  d'une  résistance  proportion- 
nelle k  la  vitesse,  le  fluide  n'a  qu'une  manière  possible  de  se  mouvoir; 
car,  si  Ton  suppose,  par  exemple,  qu'il  en  existe  deux,  et  que  Ton 
nomme  y,  uf  et  ^'  ce  que  sont  y,  u  et  {^  dans  la  première  et  y,  uT  et 
t'"  ce  que  sont  j,  u  et  {^  dans  la  seconde,  les  équations  du  problème 
étant  linéaires,  il  est  clair  que  y'—ys  uC'—ii  et  v^—v'  satisferont 
pour  j^,  w  et  (^  k  ces  mêmes  équations,  en  y  supposant  K  =  o,  c'est- 
k-dire  en  supposant  l'astre  attirant  anéanti;  mais  il  est  évident  que, 
dans  ce  cas,  le  fluide  doit  k  la  longue  se  mettre  en  équilibre,  ce  qui 
donne 

y" — j^'=o,        u!' — m'=:o        et        v' — c'  =  o. 
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DoiTc  le  fluide  n'a  qu'une  façon  possible  de  se  mouvoir  dans  l'hypo- 
thèse d'une  légère  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse;  or,  en  né- 
gligeant les  termes  de  l'ordre  de  cette  résistance,  on  aura  pour  y,  //  ci 
V  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  précédemment,  ce  qui  peiil 
servir  de  confirmation  aux  raisonnements  de  l'article  XIV. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paru,  année  1776;  1779. 


Les  recherches  qui  font  Tobjet  de  ce  Mémoire  étant  une  suite  de 
celles  que  j'ai  données  dans  le  Volume  précédent  (p.  75  et  suiv.)(*)  et 
que  leur  longueur  ne  m'avait  pas  permis  d'y  insérer  en  entier,  je  con- 
serverai ici  Tordre  des  articles  et  les  dénominations  de  mon  premier 
Mémoire;  et,  comme  il  est  nécessaire  pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit 
d'en  rappeler  les  principaux  résultats,  je  saisirai  cette  occasion  pour 
les  présenter  d'une  manière  plus  simple,  à  quelques  égards,  que  celle 
dont  j'ai  fait  usage,  et  pour  les  développer  avec  plus  d'étendue. 

XXII. 

Considérons  une  molécule  fluide  M,  placée  à  la  surface  de  la  mer,  et 
dont,  à  l'origine  du  mouvement,  0  soit  le  complément  de  la  latitude, 
t3  la  longitude  par  rapport  à  un  premier  méridien  fixe,  ou  qui  ne  par- 
ticipe point  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  ;  supposons  qu'après 
le  temps  /,  G  se  change  en  6  -h  aw,  cr  en  u  -h  /i/  -f-  olv^  nt  représentant 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  a  étant  un  coefficient  extrê- 

(*)  Remis  le  7  octobre  1778. 

('  )  (ouvres  de  Laplace,  t.  IX,  p.  69  et  suiv. 

OKuvreêde  L.  —  IX.  A* 


188  RECHERCHES  SUR   PLUSIEURS  POINTS 

mement  petit;  soit  aj^  Télévation  de  la  molécule  au-dessus  de  la  sur- 
fade de  la  mer  considérée  dans  Tétat  d'équilibre  auquel  elle  serait 
parvenue  depuis  longtemps,  sans  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune. 
Représentons  par  aBA  et  aCA  les  composantes  de  l'attraction  d'un 
sphéroïde  aqueux  dont  le  rayon  est  i  -h  tLy  sur  la  molécule  M,  décom- 
posée perpendiculairement  au  rayon  du  sphéroïde,  dans  le  plan  du 
méridien  et  dans  celui  du  parallèle,  A  exprimant  la  densité  des  eaux 
de  la  mer.  Soient  encore  S  la  masse  de  l'astre  attirant,  v  le  complé- 
ment de  sa  déclinaison,  (p  sa  longitude  comptée  sur  l'équateur  depuis 
le  premier  méridien,  h  sa  distance  au  centre  de  la  Terre,  que  nous 
supposons  très  considérable  relativement  au  rayon  du  sphéroïde  ter- 
restre dont  nous  prenons  le  demi  petit  axe  pour  unité;  que  l'on  fasse 

3S         -, 

et  que  l'on  désigne  par  g  la  pesanteur,  et  par  /y  la  profondeur  de  la 
mer,  /  étant  très  petit,  et  y  étant  une  fonction  quelconque  de  0  ;  cela 
posé,  nous  sommes  parvenu  (art.  YI)  aux  trois  équations  suivantes, 
dont  dépend  la  détermination  des  oscillations  de  la  mer, 


(7) 


(9) 


d'u 


-r7sm*0-+-2/i--;7smôcos0  =  — fi'-^  -+-CAsm0  4-  3— > 
dt*^  dt  ^  dm  anj 


R  étant  égal  à  K[cosOcosv  -f-  sin6sinvcos(ç  —  nt  —  tr)]*. 

Nous  observerons  d'abord  sur  ces  équations  qu'elles  supposent  im- 
mobile le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  recouvert  par  le  fluide,  et 
cette  supposition  est  légitime,  comme  nous  l'avons  prouvé  dans  l'ar- 
ticle V,  toutes  les  fois  que  le  fluide  est  dérangé  de  l'état  d'équilibre 
par  l'attraction  d'un  astre  quelconque  éloigné;  mais  le  fluide  peut  à 
l'origine  du  mouvement  avoir  reçu  un  ébranlement  tel  que  ce  centre 
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ne  reste  pas  immobile,  et  qu'il  Tasse  des  oscillations  autour  du  centre 
de  gravité  du  système  entier  du  sphéroïde  et  du  fluide,  que  l'on  peut 
toujours  regarder  comme  immobile.  Pour  être  en  droit  de  considérer 
alors  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  comme  étant  en  repos,  il  faut 
transporter  continuellement  en  sens  contraire  aux  molécules  fluides 
les  forces  qui  l'agitent.  Maintenant  il  est  clair  que  ce  centre  ne  peut 
faire  que  dos  oscillations  de  l'ordre  ay;  d'où  il  suit  que  la  force  qui 


portant  en  sens  contraire  cette  force  à  la  molécule  M,  il  en  résultera, 
dans  les  équations  précédentes,  des  termes  de  l'ordre  de  «-^j  que 
l'on  peut  rejeter  comme  étant  de  l'ordre  de  a'-jTi--  Ces  équations  ex- 
priment donc  généralement  les  oscillations  d'un  fluide  qui  recouvre 
un  sphéroïde  dont  le  centre  est  supposé  immobile,  quelle  qu'ait  été 
d'ailleurs  la  nature  de  l'ébranlement  primitif,  pourvu  qu'on  le  sup- 
pose de  l'ordre  a. 

Nous  observerons  ensuite  que  l'on  a  par  l'article  I,  en  y  changeant 
[i  en  j  et  en  y  supposant  a  =  i, 

„        d\       ^      dy 


d\       'a       dy 


Csinfl  — -^ 


-  exprimant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  donc 
B  rf9  +  C  dm  si  n  9  ^  a  f  ^  rf5  ^ 
Soit 


<>*t''-hHfe'"*'^' 


et  l'on  aura 
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La  valeur  de  D  est  facile  à  déterminer  lorsqu^on  connaît  le  rayon 
1  -h  aj  du  sphéroïde,  car  on  a,  par  Tarticlc  I, 

I    [2sin*/?sîn*^(n-  oiy)  •+-  oc(y--y)  s\np]dpdq 


0       «^0 


0       «^0 


ce  qui  donne 

f      /    y  sinpdpdg. 


»«       ^«7C 


XXIII. 

Si  l'on  suppose  /i  =  o  et  y  =  i,  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'ar- 
ticle précédent,  deviendront 

rf<«  ■"    '^  fli'e  "^  de       <^o  ' 

La  seconde  de  ces  équations  donne 

,  d^  d.usinO       ,    d*Y  -    a      i    àv       /. 

—  /-TTîT  A  sinô—  /^^  Acos^ 
dO*  ad 


—  ^-5755"  Sin^  —  /-37-C0S9. 


La  troisième  donne 


—  l-rr.  3- sm 0=1 -As  3-^ ^.-û  :ï— jA : 

w/a    aIkt  cirtfJ    HkvI  cm  h    Wkt«  si 


/     d'R 


</^*  (hn  sinO  dra*      sind  dm*         sin9  (^* 
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En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et  observant  que 
Téquation 


^8mô  =  ~/---^g l-smO 


donne 


on  aura 


_Zsin6  =  -/^— ^g-~-/5^,^sm9, 

dt^  ~  ^  dO^       ^  09  sinô  "^  sin*0  dw^ 
^^^  '  âd^^        dO  sin9  sin«6  dcr» 

d0*  c^9  sinô'       sin'ô  ête*' 


C'est  à  l'intégration  de  cette  équation  aux  différences  partielles  que  se 
réduit  alors  la  détermination  des  oscillations  du  fluide. 

11  parait  extrêmement  difficile  de  l'intégrer  généralement  en  y  sup- 
posant A  =0*  et  à  plus  forte  raisbn  en  supposant  A  quelconque;  car, 
quoiqu'il  soit  facile  de  conclure  la  valeur  de  D  de  celle  de  y,  cepen- 
dant la  première  ne  dépend  pas,  à  proprement  parler,  de  la  seconde, 
suivant  un  rapport  analytique;  tout  ce  que  Ton  peut  faire,  dans  l'état 
actuel  de  l'Analyse,  est  donc  de  satisfaire  à  cette  équation  dans  les  cas 
particuliers,  dont  aucun  ne  mérite  plus  d'attention  que  celui  dans 
lequel  on  considère  le  fluide  comme  ayant  été  primitivement  en  équi- 
libre. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  les  oscillations  du  fluide,  nous  obser- 
verons que  l'on  a,  par  des  réductions  fort  simples, 

d'»       àR  cosô         _i_  ^1^ 
06^  "^  âS  sinÔ  "^  sin*Ô  âm^ 

=z  —  K(i  -h  3  C0S2Ô)  (cos*v  —  }sin-v) 

—  6K  sin2(?sinvcosvcos(9  —  nt  —  m) 

—  3Ksin'dsin*v  005(29  —  2nt  —  aro); 
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Téquation  (S)  deviendra  donc,  en  y  supposant  d'abord  A  =  o, 

dr-  ~     ""  âe^        ^  de  sine  "*"  sin»^  àm^ 
(S')  /  4- /K(i-4- 3cos2Ô)  (cos'v--|sin"v) 

-h  6/Ksin2dsinvcosvcos((p  —  nt  —  m) 
-+-3/Ksin'ôsin'vcos(2<p  —  2/1/  —  2?ij). 

Il  est  assez  naturel  de  penser  que  la  forme 

ar(n-  3coS2&)  H-^'sin20H-;r'sin*O 

peut  satisfaire  pour  j  à  cette  équation,  x  étant  fonction  de  t  seul,  et  x 
et  x"  étant  fonctions  de  /  et  de  u.  En  effet,  si  l'on  suppose 

d^x'  ,  .  d'à:'  ,    , 

on  parviendra  facilement  aux  trois  équations  suivantes  : 

d*x 

-^  -{-  (^Igœ  =  /Kfcos'v  —  J  sin'v), 

-^  4-  6/^;r'=  6/K  sinv  cosv  cos((p  —  nt^  bj), 
—îjr~^  6/^^"=  3/K  sin*vcos(29  —  2nt  —  2cj). 

(les  trois  équations  sont  faciles  à  intégrer  par  les  méthodes  connues,  et 
l'on  déterminera  les  constantes  arbitraires  de  leurs  intégrales  par  ces 

dx  dx  dx 

conditions  que  -^j  x\  -^>  jt",  -^  doivent  être  zéro  lorsque  /  =  o.  Il 


résulte  de  ces  mêmes  conditions  que  les  suppositions  de  -^-i-  =  —  x' 
et  de  -^-f  =  —  [\x"  sont  légitimes,  car,  en  différentiant  Téquation  en 
X-  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  u,  et  faisant  -r^  =  —  s\  on  aura 


dl 


1 


6 lgs'=z  6 /K  sin  v  cos v  cos ( ç  — -  /i/  —  bj). 


Or  cette  équation  est  la  même  que  Téquation  en  a/;  de  plus,  les  deux 
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constantes  arbitraires  de  son  intégrale  sont  les  mêmes»  car,  puisque,  à 
Torigine  du  mouvement,  on  a 


dx' 
x'=^  o  cl  -j—  =  o, 

at 


il  est  clair  que  l'on  a,  à  cette  origine, 
partant, 


donc 


as' 

s'=:  O         et         ---  =  o  ; 

dt  ' 


S=X'  ou  -——-:=: — X. 

dm* 


Si  Ton  différentie  pareillemQnt  Téquation  en  x"  deux  fois  de  suite  par 
rapport  à  17,  et  que  Ton  fasse 

on  aura 

d^s' 

équation  qui  est  la  même  que  celle  en  af'\  et,  comme  on  a,  à  Torigine 
du  mouvement, 

ds" 
5'  —  o         et         --J-  —  o, 

al 


on  aura 


X'—S"! 


partant, 

Lorsqu'on  aura  déterminé,  par  ce  qui  précède,  la  valeur  de  j,  on  aura 
celles  de  u  et  de  t^,  en  intégrant  les  équations 

d^u  dy       d^  d}v    ,  .f.  dy       ôK 

-T=-^7i^  +  :ïÂ'         -^sm«6  =  --_^^_ 


di*  ■"      ^  ÔQ       09  dt*  ""  du5       dis 

et  en  déterminant  les  constantes  arbitraires,  de  manière  que  Ton  ait, 
curvfTM  i/«  L.  —  IX.  25 
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à  l'origine  du  mouvement, 

du  dif 

"=°'    di='''    "=°'    di=°- 

Supposons  maintenant  A  quelconque,  et  voyons  si  fla  orme  précé- 
dente de  y  peut  subsister  et  si  Ton  peut  toujours  faire 

yz=zx(i-\-  3cos2  0)  -H .r' sin 2 0 -h a:*' sin' 0 

ou 

j^  3j7(3cos*0  —  i)  -h  2a:'  sinOcosO  -t- j?'sin*0, 

x'  cl  af  étant  des  fonctions  de  u  et  de  /,  telles  que 
En  intégrant  ces  deux  équations,  on  aura 

x'  ~.a  sin    (9  —  w)  H-  ^  ces    (<p  --  gj), 

x'zn  a' sin 2 (9  —  m)  -\-  6'cos2(9  —  m); 
donc 

y -:  2J?(3  cos'0  —  i) -r  2sin0cos0[a  sin(    9—    gi)4-^cos(   9—    cj)] 

H- sin*0[«'sin(29  —  210)  4-  6'cos(29  —  2iîj)]. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité, 

y—h'\-  /l^'J  COSÔ  -h  A^-^  C0S»(?  -h  ...  4-  ^<'>  COS'0 

-h[asin(   9—    Gy)4-6cos(   9—    cj)]sinOcos0(/-f-/*>  sin*0  4-. .  .-+-/^''' sin-' 
-H  [a'siii(2  9  —  2Gy)  h  6' 003(29  —  2cj)]  sin*0(/?  4-p^*Uin*9 -h. .  .-i-/?^''>sin*'*ô), 

r  équation 

^A  =  CAsin9 

donnera 

on  aura  donc,  par  l'article  IX, 

DA--t(;-+-    [a  sin(   9—    iij)-+-ôcos(   9—    Bj)]sinOcos0(X  h- Xi*)  sin*0  4-. . .-+- X<''^  sii 
K«'sin(29  —  2By)  4-  A' 003(29  —  2w)]sin«0(^  -f-  /l<»^  sîn'Ô  -f-. . .-+-  /t^'"^  sin*'*© 
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X,  V*\  7S^\  ...,  1,  iS*\  )J^\  ...  étant  des  coefficients  faciles  à  déter- 
miner par  Tarticle  cité;  X^'^^  étant  égal  à   / ^^  5 /^''\  et  k^''^  égal  a 

7 wp^'^^'  G  est  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  quel- 
conque de  0;  or  il  est  clair  que  cette  fonction  n'est  autre  chose  que  la 
valeur  de  DA,  lorsqu'on  suppose 

yzzzh-h  A^*^  COS0  4-. .  .4-  A^*'  cos'0; 

et  comme  on  a 


>7C      >»TC 


/    y  sïnpdpdq, 


on  aura,  par  l'article  IX,  pour  G  une  expression  de  cette  forme 

G  =  cT  -f-  cr<* J  cos  0  4-  C7^*>  cos'  0  4- ...  H-  0-^*^  cos'  9, 

<x,  d^*',  . . .  étant  faciles  à  déterminer,  et  a^'^  étant  égal  i\  -~--/i^^^;  par- 
tant, 

D^  =  a  4-  0"^'^  COS0  4-  cr^'^  cos'  0  4- ...  4-  o-^'^  ces*  9 

4-    [a  sin(<p  — iiy)4-6  cos(9  — w)]  sin0cos0(X  4- ><*^  sin' 0  4-. .  .4- X^''^sin*'•6) 
4-  {[a'sin(2<p  —  21ÎT)  4-  b' cos(2(p  —  2gj)]  sin*0(/.  4-  Z-^*^  sîn'  ô  4- ...  4-  /•^''^  sin"*  9), 

Dans  le  cas  présent, 

1  =  2,        A<*>=:6^,        A<*>  =  o,        rnzo,        /=2,        />  =  I  ; 

d*oii  il  est  aisé  de  conclure 
partant, 

DA  =  |7cAâ?(3cos*d  — i)  4-  f  TT  Aa?'sin6cos0  4-  i  tt  A;r''sîn'0  4-or-t-  fî:  Aj? 
=  |irA/4-a"4-|7rAa:; 

inéquation  (S)  se  changera  ainsi  dans  la  suivante 


-  U^     itta;  ^  ^^,  4-  ^^  g.-^  4-  -.^,g  ^^ 


d9'  d9  sinô       gin'Ô  cte'"' 
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qui  ne  diffère  de  Téquation  (S')  qu'en  ce  que  g  se  change  en  g  —  \T^\\ 
d'où  l'on  voit  que,  à  ce  changement  près,  le  cas  de  A  quelconque  rentre 
dans  cehii  de  A  =  o,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé 
dans  l'article  IX. 

XXIV. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  la  Nature,  dans  lequel  n  nVst  pas 
nul.  Au  lieu  de  chercher  à  ramener,  comme  dans  le  cas  précédent,  la 
détermination  des  oscillations  dû  fluide  à  une  seule  équation  différen- 
tielle, il  est  plus  simple  de  considérer  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de 
l'article  XXII,  dont  elles  dépendent,  sous  cette  forme 

vsm9  =  —  /-3^  —  Iz  --y 
d'il'  dv      ^    t^        e,  ày' 

(Pv    .   ,-  du'  sin0cos0  ây' 


y  étant  égal  ày— -D R,  5  étant  égal  a  ysinO,  et  1/  étant  égal 

à  uz. 

Pour  satisfaire  à  ces  équations,  supposons 

Y  =:a  C0S(t7  -h5GT4-  A), 

y  —  a'  cos  (  t7  -h  5nj  -h  A  ), 
u' ---  b  cos {it^sw  -^  k ), 
i^  =  c   sin(«7 -i-*cy  4- A), 

t  et  5  étant  des  coefficients  constants  quelconques,  et  a,  a\  b,  c  étant 
des  fonctions  de  0  seul.  Les  trois  équations  précédentes  donneront, 
cela  posé,  les  suivantes  : 

a  sin  Bz=z  —  /  — ^  —  Iscz^ 

ou 

An' 
(Z)  ^^    /*6  H-2W«C5Sin0COS0=r  ^5--r^, 

^     .  ,^       2/2i^sindcosd  , 

rcsm'0-h zn-^  gsa\ 
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On  tirera  des  deux  dernières 

en  sorte  que  l'on  connaîtra  b  et  c,  et  par  conséquent  les  vitesses  hjori- 
zontales  ^  et  ^  sin6  du  fluide  lorsqu'on  aura  déterminé  a\  Si  l'on 
substitue  présentement  ces  valeurs  de  6  et  de  c  dans  l'équation 

a  sin  0  =  —  /  32^  —  Iscsy 

et  que  Ton  fasse  sinO  =  a?  et  ^/o?  constant,  on  aura 

0*3C 

(T)         '  dj?  ^         ^  ^  ^ 

Igsza'Kîs-h  a/i)(«*—  4'»'-H4't''2?')-h  i6n'j7»(i— x*)] 

Cette  équation  renferme  toute  la  théorie  des  oscillations  de  la  mer; 
il  n'est  même  pas  nécessaire  de  l'intégrer  :  il  suffit  d'y  satisfaire,  car 
nous  n'avons  besoin  que  de  connaître  la  partie  des  oscillations  du 
fluide  qui  dépend  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  nullement 
celle  qui  est  relative  à  l'état  primitif  du  fluide,  puisqu'il  est  évident 
qu'elle  doit  s'anéantir  à  la  longue,  en  vertu  des  frottements  et  géné- 
ralement des  résistances  que  le  fluide  éprouve,  et  qui  depuis  long- 
temps l'auraient  fait  parvenir  à  l'état  d'équilibre,  sans  les  attractions 
du  Soleil  et  de  la  Lune  qui  l'en  dérangent  sans  cesse.  Pour  satisfaire 
à  l'équation  (T),  il  est  nécessaire  de  connaître  i  et  5;  il  faut,  de  plus, 
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connaître  a!  en  a.  Or,  si  Ton  suppose  que  le  coefficient  de  ;- 

COS(l^  -h5TÎJ4- A), 

dans  R»  soit  N,  et  que  celui  du  même  cosinus  dans  DA,  soit  e^  on  aura 

a'=a----N; 
S       g 

on  déterminera  e  par  l'article  XXIII,  lorsqu'on  connaîtra  la  forme  de 
a,  et,  pour  y  parvenir,  on  cherchera  d'abord  la  valeur  dé  a  dans  la  sup- 
position de  A  =  o;  on  supposera  ensuite  à  l'expression  de  a  la  même 
forme  dans  le  cas  de  A  quelconque,  avec  des  coefficients  indéterminés, 
et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  e  et,  partant,  celle  de  a';  en  substituant 
ensuite  ces  valeurs  de  a  et  de  à  dans  l'équation  (T),  on  déterminera 
les  coefficients  indéterminés  de  l'expression  de  a.  Cette  méthode  sup- 
pose, à  la  vérité,  que  la  valeur  de  a  est  de  la  même  forme  dans  les 
deux  cas  de  A  =  o  et  de  A  quelconque;  mais  il  est  facile  de  s'assurer, 
par  les  articles  IX  et  XXIII,  que  cette  supposition  est  légitime  toutes 
les  fois  que  la  valeur  de  a  peut  être  exprimée  par  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  sinO  et  de  cosG. 

Considérons,  cela  posé,  les  différents  termes  de  l'expression  de  R; 
on  a,  par  l'article  XXII, 

R  =  K[cosôcosv  +  sindsinvcos((p  — -  /li  — tîj)]* 
rrKcos' V  4-|Ksin*ô(sin'v-—  2  cos' v) 

qK  sind  cosd  sinv  cosv  cos(nr  -met  —  9) 
^K  sin*  9  sin*  v  cos(a n^  h-  aw  —  29). 


K,  V  et  9  sont  donnés  par  la  loi  du  mouvement  de  l'astre  en  fanctians 
du  temps  /;  et,  si  l'on  développe  par  la  méthode  de  l'article  XXI  la 
valeur  précédente  de  R,  on  aura  :  i**  au  lieu  de 

Kcos*v  H-|Ksin'0(sin*v  —  acos'v), 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

(K'-+.K''sin>e)cos(ir4-A); 
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2^  au  lieu  de 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

K' sinô  COS0  cos(if  4- w -f- A); 

3°  au  lieu  de 

|Ksin'9sin' vcos(2/t/  4-  2©  —  29), 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

K'sin*Ôcos(i^  4-  any  4- A), 

K\  K"  et  A  étant  des  coefficients  constants  quelconques.  La  valeur  de  i 
sera  peu  considérable  par  rapport  à  n  dans  les  termes  de  la  première 
forme;  car  on  aurait  1  =  o  si  Tastre  attirant  n*ayait  aucun  mouvement 
dans  son  orbite*  auquel  cas  K,  v  et  f  seraient  constants;  donc,  les 
mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs  orbites  étant  beaucoup 
moindres  que  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  1  est  très  petit  par 
rapport  à  /i,  et  il  résulte  de  l'article  XXI  que,  si  Ton  considère  l'orbite 
de  Tastre  comme  circulaire,  i  est  égal  à  zéro  ou  à  :2/7i,  mt  exprimant 
son  moyen  mouvement.  Dans  les  termes  de  la  seconde  forme,  i  di£fere 
très  peu  de  n,  et  cette  différence  est,  par  l'article  XXI,  zéro  ou  a/w, 
dans  le  cas  de  la  circularité  de  l'orbite;  enfin,  dans  les  termes  de  la 
troisième  forme,  i  est  peu  différent  de  2n,  et  cette  différence  est 
encore  zéro  ou  2//z,  dans  le  cas  ou  l'orbite  de  l'astre  est  circulaire. 
Nous  pouvons  donc  ranger  dans  trois  classes  différentes  les  termes 
de  l'expression  de  R  et,  par  conséquent,  ceux  de  j;  la  première  com- 
prend les  termes  de  la  forme 

(K'4-K''sin«e)cos(i7  4-A); 

ces  termes  sont  indépendants  de  a,  et  la  longueur  de  leur  période  est 
proportionnelle  au  temps  de  la  révolution  de  l'astre  dans  son  orbite; 
la  seconde  classe  comprend  les  termes  de  la  forme 

K'sin9cos9cos(</  4- ©4- A), 
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dont  la  période  est  d*un  jour  à  peu  près;  la  troisième  comprend  les 

termes  de  la  forme 

K'  sin*  6  cos(it  -h  acj  H-  A), 

dont  la  période  est  d'environ  un  demi-jour.  Nous  allons  discuter  sépa- 
rément ces  termes  et  leur  influence  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer. 


XXV. 

Examen  des  termes  de  la  première  classe. 

Les  termes  de  cette  classe  que  renferme  l'expression  de  R  et  qui, 
comnie  nous  venons  de  le  voir,  résultent  du  développement  de 

K  ces'  6  cos'  V  -+-  {  K  sin'  0  sîn'  v 

ou  de 

Kcos*v  -hîKsin*0(sin'v  —  2  cos*v), 

sont  visiblement  de  la  forme 

(K'-i-K''sm«0)cos(i/-hA). 

En  représentant  donc,  comme  ci-dessus,  par  a,  a'  et  e  les  coeflQcients 
de  cos(i/  -h  A)  dans  y,  y  et  DA,  on  aura,  par  Tarticle  précédent. 


g       " 


De  plus,  il  faudra  supposer  ^  =  o  dans  l'équation  (T),  et,  comme  i  est 
très  petit  par  rapport  à  /i,  on  pourra  y  négliger  1,  eu  égard  à  n}.  Si  l'on 
considère  ensuite  le  sphéroïde  terrestre  comme  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution, la  profondeur  de  la  mer  sera  /-h  y  sin^O,  en  sorte  que  l'on  aura 

y=:i  4-  y  sin*0, 
ce  qui  donne 

q  étant  un  coefficient  constant  quelconque  très  petit  et  du  même  ordre 
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que  /;  l'équation  (T)  deviendra  ainsi 

Pour  y  satisfaire,  supposons 

a  =  A  4-  A<»)a:«4-  A(»>a:*-f-  A(*)a;«-f- . . . . 

Nous  aurons,  par  Tarticle  XXIII, 

€  i 

g       g 

partant, 

g       g  \  g        g     )  \  g  ) 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  a!  dans  l'équation  (T'),  et  com- 
parant les  coefficients  des  différentes  puissances  de  or,  nous  aurons 
une  suite  d'équations  dont  la  (r  +  3)**™*  sera 

-  (ar  4- a)  (ar  4- 3)2 /^Af*-»-»)— ?^ y 

Si  Ton  suppose  que  la  suite  A-f- A^*'a?*4-A<*^a?*H-...  se  termine 
après  le  terme  W'^^^x^^-^^^  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

De  plus,  on  a  par  Tarticle  XXIII 


202  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

l'équation  précédente  donnera  ainsi 

4/1*      t  V  /         o\  7  r  4îrA 


ig 


=<"*«'<"-"?[-û^] 


Or,  si  Ton  nomme  A<*'  la  densité  moyenne  du  sphéroïde  terrestre,  on  a 
à  très  peu  près  g  =  ^irA^*^;  on  aura  donc 


^  — 


an* 


^[•-(47-|^)Â<.7]<»^*+5r  +  3) 


On  déterminera  ensuite  A,  h^\  h^^\  . . . ,  A^'""^'^  au  moyen  des  r+  2  équa- 
tions que  donne  la  comparaison  des  coefficient^  des  puissances  de  x. 
Si  Ton  prend  un  grand  nombre  de  termes  dans  la  suite 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  suppose  r  considérable,  on  aura  a 
très  peu  près  y  =  o,  en  sorte  que  la  valeur  de  a,  que  Ton  déterminera 
par  la  méthode  précédente,  sera  la  même  à  très  peu  près  que  si  la  pro- 
fondeur de  la  mer  était  constante;  cette  méthode  peut  donc  servir  à 
trouver  des  valeurs  approchées  de  a,  dans  cette  hypothèse  de  profon- 
deur qui,  comme  nous  le  verrons  dans  l'article  suivant,  est  à  peu  près 
celle  de  la  nature  :  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  prendre  pour  r  un 
très  grand  nombre,  car,  en  faisant  par  exemple  r  =  10,  on  a 

2/1' 


or  cette  valeur  de  q^  étant  du  même  ordre  que  (  ~  )  >  peut  sans  erreur 
sensible  être  supposée  égale  à  zéro. 

Il  est  essentiel  de  prévenir  ici  une  difficulté  fondée  sur  ce  que  la 
masse  entière  du  fluide  doit  rester  constamment  la  même,  ce  qui 
exige,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  dans  l'article  XII,  que  la 
double  intégrale 
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soit  nulle.  Or  il  est  nécessaire  pour  cela  que  Ton  ait  dans  les  mêmes 
limites 

f      /      as\n9cos{it-^  A)d9€hn 

ù       vn 


et,  par  conséquent, 

o=  /     a^xnBdO; 

en  substituant  au  lieu  de  a  sa  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  il 
semble  qu'il  doit  en  résulter  une  nouvelle  équation  entre  les  coeffi- 
cients À,  h^^\  h^^\  . . . ,  et,  comme  on  a  déjà  entre  ces  mêmes  coefficients 
un  nombre  d'équations  suffisant  pour  les  déterminer,  en  substituant 
dans  la  nouvelle  équation  leurs  valeurs  connues,  on  aura  une  équation 
de  condition  entre  les  quantités  n,  /,  A  et  A^*^  en  sorte  que  la  solution 
précédente  ne  parait  pas  s'étendre  au  cas  général  où  ces  quantités 
sont  quelconques. 

Cette  difficulté  cessera  d'en  être  une  si  nous  faisons  voir  que, 
lorsqu'on  aura  déterminé  a  par  la  méthode  précédente,  la  quantité 

/  asinO/^O  s'évanouira  d'elle-même;  pour  cela,  reprenons  la  pre- 
mière des  équations  (Z)  de  l'article  précédent,  et  observons  que,  dans 
le  cas  présent,  elle  devient 


partant, 


•    «  fàb 

asin0~—  /tttt: 


,      On' 
\     asinede^sz^lb-^Urr-   - — ^^?        4-11, 


'    âsinOr/Ô 

0 

soit  nulle  lorsque  0  =  o,  et  comme  on  a  dans  ce  cas 


lg^-Jr:~^f 


dO 

on  aura 

H  =  o; 
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(le  plus,  rintégrale  /    asinOrfO  devant  se  terminer  lorsque  0  =  ;:,  on 
a  encore  dans  ce  cas 


partant,  on  aura 


,     da! 


I    as\n9d0z=:o. 


pourvu  que  la  valeur  de  a  soit  telle  qu'elle  satisfasse  k  l'équation  (T'); 
d*oii  il  suit  que  la  condition  d'une  quantité  de  fluide  toujours  con- 
stante est  remplie  par  la  nature  même  des  équations  qui  nous  servent 
à  déterminer  les  coefficients  A,  h^*K  h^^\  .... 

L'analyse  précédente  suppose  que,  dans  cos(i/-4-A),  i  n'est  pas 
exactement  nul;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'expression  de  R 
renferme  des  termes  de  la  forme 

(K'4-K"^»)cosA. 

Pour  déterminer  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  à  ces 

termes,  il  faut  recourir  aux  équations  (Z)  de  l'article  précédent  et  y 

supposer  i=o  et  5  =  o;  elles  se  réduisent  alors,  quel  que  soit  5,  aux 

deux  suivantes 

db         ,  da' 

de        ^^        ""  =  ^10 


asin9=^—  l-TK         et         o=zg-r^y 


d'où  l'on  tirera  facilement,  comme  dans  l'article  XII, 

^  = 7 ô-Â"T-(H-3cos!i6); 


^^('-5^) 


en  sorte  que  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  aux  termes  de 
la  forme  (K'+  K'a;*)  cosA  dans  R  est 

—  K'cosA     ,       »         ûx 
On  voit  par  là  que  les  suppositions  de  { =  o  et  de  i  très  petit  donnent 
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pour  a  des  résultats  entièrement  différents,  et  que  ces  résultats  sont 
sensiblement  les  mêmes  pour  toutes  les  valeurs  de  U  quelle  que  soit 
leur  petitesse,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  nulles;  mais  il  est  très 
essentiel  d'observer  ici  que,  les  oscillations  du  fluide  qui  dépendent  des 
termes  de  la  forme  cos(i/  +  A)  étant  extrêmement  lentes,  les  résis- 
tances en  tout  genre  que  le  fluide  éprouve  doivent  les  dénaturer  d'au- 
tant plus  que  leurs  périodes  sont  plus  longues,  de  manière  que  l'on 
peut  supposer  à  i  une  si  petite  valeur  que,  sans  être  exactement  nulle, 
elle  donne  cependant  pour  a  la  même  quantité  que  la  supposition  de 

I  =  0.  Nous  sommes  déjà  parvenus  à  ce  résultat  dans  l'article  XXI  en 
supposant  que  le  fluide  éprouve  une  légère  résistance  proportionnelle 
a  la  vitesse;  on  peut  s'en  assurer  encore  a  priori  de  la  manière  sui- 
vante. 

La  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  aux  termes 

K  cos*  9  cos'  V  4- 1 K  sin'  Q  sin*  v 

de  l'expression  de  R  représente  les  oscillations  de  la  mer  dans  le  cas 
où  elle  serait  attirée  par  quatre  astres  dont  les  masses  seraient  cha- 
cune le  quart  de  la  masse  de  l'astre  S  et  qui,  placés  aux  mêmes  dis- 
tances que  lui  de  l'équateur  et  du  centre  de  la  Terre,  auraient  des 
mouvements  entièrement  semblables,  le  premier  se  confondant  avec 
l'astre  S  même,  le  second  en  étant  constamment  à  90^  de  distance  en 
longitude,  le  troisième  à  180^  et  le  quatrième  à  270®;  en  efl'et,  si,  dans 
l'expression 

K[cosd cosv  4-  sin 9  sinv  0.03(9  —  nt  —  cj)]' 

de  R,  on  change  S  en  jf  S,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  K  en  |K;  que 
Ton  y  fasse  successivement  ç  égal  à  ç,  à  9  -h  90®,  ç  -4-  180®,  ç  -f-  270^, 
et  que  Ton  ajoute  les  quatre  valeurs  de  R  qui  en  résultent,  il  est 
visible  que  leur  somme  sera 

K  cos*  Q  cos*  V  4-  i  K  sin*  B  sin'  v. 

II  suit  de  là  que,  si  les  quatre  astres  dont  il  s'agit  ne  changeaient  ni 
de  parallèle»  ni  de  distance  au  centre  de  la  Terre,  quel  que  fût  d'ail- 


V 
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leurs  leur  mouvement,  le  fluide  soumis  à  leur  attraction  finirait  à  la 
longue  par  prendre  Tétat  d'équilibre,  et,  comme  alors  K  et  v  seraient 
constants,  on  aurait  par  ce  qui  précède 

K(cos*v  — |sin*v),     ,   ^  ^. 

Supposons  maintenant  que  T  soit  le  temps  nécessaire  au  fluide  pour 
se  mettre  en  équilibre,  en  vertu  des  résistances  qu'il  éprouve  et  en 
partant  d'un  état  donné,  et  que,  dans  cet  intervalle,  K  et  v  changent 
extrêmement  peu,  il  est  clair  que,  lorsque,  après  un  temps  considé- 
rable, K  et  V  auront  éprouvé  un  changement  sensible  et  seront  devenus 
*K  ot  *v,  le  fluide  prendra  l'état  d'équilibre  qui  convient  aux  nouvelles 
quantités  ^K  et  *v,  et  qu'ainsi  l'on  aura 

»K(cos»'v-isin*^v),        ^  .^ 

^^  ~"^ 7 3A  \        ('-^3cosa0); 

on  peut  donc  employer  alors  généralement  l'expression 

K(cos'v  — ^sin*v),     ,   ,  ^. 

y—  -- — ; uA  \    '(i-H3cosa6), 


^'-5^)) 


K  et  V  étant  considérés  comme  des  fonctions  du  temps  /,  qui  varient 
très  peu  durant  le  temps  T.  L'exactitude  du  résultat  précédent  dépend 
de  la  petitesse  de  ces  variations  et  de  l'intensité  de  la  résistance;  le 
moyen  le  plus  simple  de  juger  de  cette  exactitude  dans  un  cas  donné 
est  d'imaginer  d'abord  les  quatre  astres  précédents  mus  dans  le  plan 
de  l'équateur,  et  le  fluide  en  équilibre,  de  transporter  ensuite  par  la 
pensée  ces  astres  sur  le  parallèle  le  plus  éloigné  de  l'équateur  auquel 
ils  puissent  parvenir  et  de  les  faire  mouvoir  sur  ce  parallèle  jusqu'à 
ce  que  le  fluide  ait  pris  l'état  d'équilibre  qui  convient  à  ces  nouvelles 
positions;  si  le  temps  nécessaire  au  fluide  pour  prendre  ce  nouvel  état 
d'équilibre  est  beaucoup  moindre  que  celui  que  les  astres  emploient  à 
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parvenir  de  Téquateur  à  leur  plus  grande  déclinaison,  on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  faire  usage  de  la  valeur  précédente  de  j. 

Quoique  nous  ignorions  la  loi  des  résistances  que  la  mer  éprouve, 
il  est  cependant  très  vraisemblable  que  ce  temps  serait  considérable- 
ment plus  petit  que  trois  mois,  et  qu'il  n'excéderait  peut-être  pas  douze 
ou  quinze  jours  :  on  peut  donc  supposer,  relativement  au  Soleil,  que 
la  partie  de  l'expression  Aey  qui  répond  aux  termes 

K  cos*  B  cosv  -+- 1 K  sin'  B  sin*  v 

est 

K(cos*v  — ^sin'v) 


M'- 5^) 


(i  4-  3cos29). 


Cette  supposition  est  moins  exacte  pour  la  Lune  à  cause  de  la  rapidité 
de  son  mouvement;  mais,  vu  Tignorance  où  nous  sommes  sur  la  nature 
et  la  loi  de  résistance  qu'éprouvent  les  eaux  de  la  mer,  il  parait  impos- 
sible de  fixer  par  la  théorie  la  valeur  de  y  correspondante  à  ces  termes  ; 
nous  nous  en  tiendrons  conséquemment  à  la  précédente.  Terreur  qui 
en  résulte  étant  de  peu  d'importance  dans  la  théorie  du  flux  et  du 
reflux,  puisqu'elle  ne  peut  influer  sensiblement  que  sur  les  hauteurs 
absolues  des  eaux,  relativement  aux  diff'érentes  déclinaisons  do  la 
Lune,  et  nullement  sur  les  difi'érences  de  la  haute  à  la  basse  mer. 


XXVI. 
Examen  des  termes  de  la  seconde  classe. 

Les  termes  de  la  seconde  classe  que  renferme  l'expression  de  R,  et 
qui,  comme  nous  l'avons  vu,  résultent  du  développement  de 

aK  sin  V  cosv  sind  cosd  cos(/i/  h-  «j  —  9), 

sont  de  la  forme 

K'  sinô  COS0  cos{U  4-  ci  -+-  A); 

il  hnt  donc  supposer  ^  =  i»  dans  l'équation  (T)  de  l'article  XXIV,  que 
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l*on  pourra  mettre  ainsi  sous  cette  forme 

d  -r—  v/i  —  ^* 

d^a'  da! 

-+-/^5a'[(i4-a/i)(*'— 4'ï'-^4i*^*)-H'6/i*J7«(i  — a:*)] 
—  lgx-^{i  —  a?')  (i* — 4'*'-h4'**^*)  ('^^ ha/ifl' j; 

or,  si  I*on  y  suppose,  comme  dans  l'article  précédent, 

et  que  l*on  fasse 

a  =  sin0 cos0(/-i-/<«)  sin«e  -i-/t«>  sin*ô  +  . .  .-4-/(''>  sin»'"©), 

il  est  aisé  de  s'assurer,  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  Tarticle  pré- 
cédent et  par  quelques  considérations  fort  simples  sur  la  formation  de 
Téquation  (T),  qu'elle  sera  satisfaite,  pourvu  que  Ton  ait 


^  =  -1 


2/1* 


*'[- (TfIW']  (''■*'^^'"*'^^  7) 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  par  une  autre  méthode, 
dans  l'article  XVI;  quant  à  la  condition  d'une  quantité  de  fluide  tou- 
jours constante,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation 


.K     j^iK 


/     ysmOdOdWf 


'0     •^o 


elle  est  évidemment  satisfaite,  parce  que  l'on  a 


cos(//  -t-cj-t- A)rfisar  =  o; 


mais,  pour  ne  pas  nous  embarrasser  ici  dans  des  calculs  inutiles,  nous 
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supposerons,  conformément  à  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature,  que  /est  à 
peu  près  égal  à  /i,  en  sorte  qu'en  cherchant  à  satisfaire  à  Téqua- 
tion  (T)  nous  négligerons  la  différence  i—  n.  Cette  équation  devien- 
dra ainsi 

/!«  j»a{3—  4ar*)«=:  lgzx^{\  —  x*)  (3  —  4ar*)  ^ 

-h  /^^a'  [i6  J7'(ï  —  ^')  —  3(3  —  4^')] 

+  /^  ^  (I  -  ^')  ( 3  -  4^'«)  (^'  j^  4-  2.r«'); 

or  on  peut  y  satisfaire  en  supposant 

a  =  /  sin  0  cos  B  =  fx  v^i  —  x', 

car  alors  on  a*  par  l'article  XXII 1, 

e  4^71    .         / r  3A        .        y r 

l'équation 

a'=:a sin0  cosO 

S       g 

donnera  donc 
En  supposant  donc,  dans  Téquation  différentielle  précédente, 

z=ix  -k-  -.  ar', 

et  en  y  substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  a\  on  trouvera  facilement 
qu'elles  y  satisfont,  pourvu  que  l'on  ait 


U  suit  de  là  que  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  au  terme 

OÊmmt  d*  L.  —  IX.  a; 
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K'  sinô  cosO  cos(iï  +  u  +  A)  de  l'expression  de  R  est  à  très  peu  près 

et  ce  résultat  est  d'autant  plus  exact  que  i  diffère  moins  de  n. 

Si  Ton  désigne  par  SK'  sinO  cosO  cos(i/  4-  cr  4-  A)  la  somme  de  tous 
les  termes  de  la  forme 

K'sindcosdcos(//  h-gt-h  A) 

que  donne  le  développement  de  R,  et  par  Y  la  partie  de  l'expression 
dej,  correspondante  à  cette  somme,  on  aura 

^~ 7 ^'\k\ 2K'sin9cos9cos(i7  4-TiH-A); 

or  tous  les  termes  de  la  forme 

K'sîn0cos0cosO7  -Hw-t- A), 

dans  R,  venant  du  développement  de 

2K  sinv  cosv  sind  cps9  cos(/i/  h-  cj  —  9), 
on  a 

2K'sinÔcos9cos(t/-i-GJ4-  A)=:  aKsînvcosvsindcosdcos(/i/  +  GT  —  9); 

•  donc 

V      4K9sinv  cosvsindcosd 

Y=  — 2_ __ c0S(/l/-4-BJ  — 9), 

équation  à  laquelle  on  serait  directement  arrivé,  en  n'ayant  point 
-  égard  aux  variations  de  K,  v  et  ç,  et  qui,  par  cette  raison,  est  d'autant 
plus  exacte,  que  ces  variations  sont  moindres  dans  ufi  temps  donné. 

La  valeur  de  Y  est  la  plus  grande  possible,  lorsque  n/  +  «7  —  9  est 
égal  à  zéro  ou  à  180^,  et  par  conséquent  lorsque  l'astre  attirant  passe 
au  méridien  de  l'endroit  où  l'on  observe,  et  si  la  plus  grande  valeur 
positive  de  Y  a  lieu  lors  du  passage  de  l'astre  dans  la  partie  supérieure 
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du  méridien,  sa  plus  grande  valeur  négative  aura  lieu  lors  du  passage 
de  Tastre  dans  la  partie  inférieure  du  méridien,  et  réciproquement. 
La  différence  de  la  plus  grande  valeur  positive  de  Y  à  sa  plus  grande 
valeur  négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  double  de  la  plus 
grande  valeur  positive,  donne  conséquemment  la  différence  des  deux 
marées  d*un  même  jour,  qui  sera  d*autantplus  grande  que  le  coefficient 
4K.ysinvcosvsm   cos    ^^^^  ^j^^  considérable  ;  or,  les  observations  ayant 

fait  voir  que  cette  différence  est  extrêmement  petite,  on  doit  en  con- 
clure que  ce  coefQcient  est  très  petit  lui-même,  ce  qui  suppose  à  r/ 
une  valeur  nulle  ou  presque  nulle,  et  comme  la  profondeur  de  la  mer 
est  égale  à  /-{-  ^sin^O,  il  en  résulte  que,  pour  satisfaire  aux  phéno- 
mènes du  flux  et  du  reflux,  cette  profondeur  doit  être  à  très  peu  près 
constante,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'ar- 
ticle XIX. 

Il  résulte  des  observations  faites  dans  nos  ports  que,  dans  les 
syzygîes,  la  marée  de  dessus  est  un  peu  plus  grande  en  été,  et  un 
peu  moindre  en  hiver  que  celle  de  dessous,  ce  qui  demande  que 

^TT"^v soit  une  quantité  positive;  or  le  dénominateur 

iqgiv-—  5A(ï))  — '^^  étant  nécessairement  négatif  à  cause  de  la  peti- 
tesse de  ^,  le  numérateur  doit  être  pareillement  négatif,  ce  qui  semble 
indiquer,  comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  l'article  XIX,  que  la 
mer  est  un  peu  plus  profonde  aux  pôles  qu'à  l'équateur  ;  mais  la  diffé- 
rence des  deux  marées  d'un  même  jour,  n'étant  tout  au  plus  que  -[-^  de 
leur  hauteur  absolue,  est  du  même  ordre  que  la  différence  i  —  n,  que 
nous  avons  négligée  dans  l'équation  (T);  il  pourrait  donc  arriver 
qu'elle  fût  le  résultat  de  la  petite  correction  qu'exige  la  supposition 
dei  =  /i,  dans  le  cas  où  la  profondeur  de  la  mer  est  constante.  Un 
moyen  très  simple  de  s'en  assurer  est  de  calculer  les  différents  termes 
de  la  valeur  de  Y,  en  supposant,  dans  l'équation  (T),  i  quelconque  par 

rapport  à/iet5  =  a7-f-2a;';  car  nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  tou- 
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jours  avoir  une  expression  finie  de  ces  termes,  dansie  cas  où 

2/ï' 


7  = 


['-ûftWJK-^'''^'-^?)' 


or»  pour  peu  que  r  soit  considérable,  cette  valeur  dt  q  se  réduit  à  très 
peu  près  k  zéro,  et  Ton  a  le  cas  d'une  profondeur  constante;  mais  il 
serait  inutile  d'entreprendre  ce  calcul,  qui  n'a  d'autre  difficulté  que  sa 
longueur,  parce  que  les  petites  corrections  qui  en  résulteraient  sont 
du  même  ordre  que  celles  qui  sont  dues  au  frottement  et  à  la  ténacité 
du  fluide,  auxquels  il  n'est  pas  possible  d'avoir  égard,  vu  l'impossibi- 
lité de  connaître  la  loi  de  ces  résistances.  Nous  pourrons  donc  consi- 
dérer dans  la  suite,  sans  craindre  aucune  erreur  sensible,  la  profon- 
deur de  la  mer  comme  constante  et  égale  à  /;  dans  ce  cas,  on  aura  à 

très  peu  près  Y  =  o  et  a'= sinvcosvsinOcosO;  d'où  Ton  con- 

dura,  par  l'article  XXIV, 

b=.  — rsmvcosvsm^. 

aK  .  cos9 

c  = i-sinvcosv-: — 2; 

il  suit  de  là  que,  si  l'on  nomme  1/  et  U  les  parties  de  u  et  de  v  qui 
cOi^respondent  aux  termes  de  la  seconde  classe  de  l'expression  de  R, 
on  aura 

u  =  — j-suivcosv  cos(nr-i-w  —  9), 

jr  aK   .  COS0    .    /    , 

U= r  smvcosv  -7—^  sin(/ir -f-tj  —  o). 

En  considérant  avec  attention  ces  expressions  dé  u  et  de  U,  il  est  aisé 
de  voir  qu'en  n'ayant  égard  qu'au  terme 

aK  sinv  cosv  sind  cosdcos(/»/  +  «r  —  9  ) 

de  l'expression  de  R,  et  à  la  force  que  ce  terme  représente,  les  molé- 
cules fluides  se  meuvent  à  très  peu  près  comme  si  elles  étaient  isolées, 
en  sorte  qu'elles  n'ont  aucune  réaction  sensible  les  unes  sur  les 
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autres.  Imaginons,  en  effet,  une  tranche  de  fluide  comprise  entre  deux 
méridiens  et  deux  parallèles  inBniment  proches;  il  est  clair  que»  la 
valeur  de  u  étant  la  même  pour  toutes  les  molécules  situées  sous  le 
même  méridien,  la  largeur  de  la  tranche  dans  ce  sens  restera  toujours 
la  même  ;  mais,  à  mesure  que  le  fluide  coule  vers  Téquateur,  l'espace 
compris  entre  les  deux  méridiens  augmente,  d'où  il  suit  que,  la  lar- 
geur de  la  tranche  augmentant  dans  le  sens  du  parallèle,  le  fluide 
devrait  s'al^isser,  si,  en  vertu  de  la  vitesse  des  molécules  de  cette 
tranche  dans  le  sens  du  parallèle,  les  deux  méridiens  qui  la  renferment 
ne  tendaient  pas  à  se  rapprocher  et  à  diminuer  sa  largeur  dans  le 
sens  de  la  longitude;  or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  diminution  que 
reçoit  cette  largeur,  par  la  valeur  de  U,  est  égale  à  l'augmentation 
qu'elle  reçoit  par  le  mouvement  de  la  tranche  vers  l'équateur;  d'où  il 
suit  qu'elle  est  toujours  constante  dans  le  sens  du  parallèle,  et  qu'ainsi 
la  hauteur  de  la  tranche  n'est  point  sensiblemeut  altérée  par  le  mou- 
vement du  fluide;  c'est  la  raison  pour  laquelle,  dans  le  cas  où  la  pro- 
fondeur de  la  mer  est  constante,  la  différence  des  deux  marées  d'un 
même  jour  est  presque  insensible.  Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  ce 
phénomène,  parce  qu'il  est  très  important  dans  la  théorie  des  marées 
et  que  d'ailleurs  il  est  entièrement  contraire  à  la  théorie  connue  du 
flux  et  du  reflux  de  la  mer;  pour  le  faire  sentir  d'une  manière  frap* 
pante,  déterminons,  d'après  cette  théorie,  pour  la  latitude  de  Brest, 
qui  est  de  48**22'55%  la  différence  des  deux  marées  d'un  même  jour, 
lorsque  le  Soleil  et  la  Lune  ont  20^  de  déclinaison  méridionale  et  sont 
en  opposition  ou  en  conjonction. 

Si  l'on  prend  pour  unité  la  différence  de  la  marée  de  dessus  k  la 
basse  mer,  on  aura,  par  l'article  XIX,  suivant  la  théorie  ordinaire, 

I  H ,^Q, — r^h —  pour  la  différence  de  la  marée  de  dessous  à  la 

basse  mer;  or,  cette  quantité  étant  égale  à  5, 708,  il  en  résulte  que  la 
différence  de  la  marée  de  dessous  à  la  basse  mer  est  près  de  six  fois 
plus  grande  que  celle  de  la  marée  de  dessus  à  la  basse  mer,  et  cette 
différence  serait  plus  considérable  encore  si  le  Soleil  et  la  Lune  avaient 
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une  plus  grande  déclinaison  méridionale  :  cependant  une  suite  d'oh- 
sorvations  faites  aycc  soin  pendant  plusieurs  années  donnent  ces  dif- 
férences presque  égales  pour  les  deux  marées  (voir  les  Mémoires  de 
V  Académie  pour  V  année  1714)-  M.  Daniel  Bernoullit  dans  Tarticle  XI 
de  son  excellente  pièce  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  cherche  à 
rendre  raison  de  cette  égalité  des  deux  marées  d*un  même  jour  par 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  qui,  suivant  ce  grand  géomètre, 
est  trop  rapide  pour  que  les  marées  puissent  s'accommoder  aux  ré- 
sultats de  la  théorie.  Mais  il  suit  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  Tar- 
ticle  XIX  :  i^  que,  malgré  la  rapidité  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre,  les  deux  marées  d'un  même  jour  pourraient  être  fort  inégales, 
si  la  mer  n'avait  point  partout  la  même  profondeur;  2®  que,  dans  le 
cas  où  elle  a  une  profondeur  constante,  ces  marées  pourraient  être 
encore  très  inégales,  si  l'on  supposait  la  Terre  immobile,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  au  Soleil  et  à  la  Lune,  son  mouvement  angu- 
laire de  rotation;  on  pourrait  cependant  dire  alors,  avec  M.  Bernoulli, 
que  la  rapidité  du  mouvement  de  ces  deux  astres  empêche  les  marées 
de  s'accommoder  aux  conclusions  de  la  théorie.  Il  me  parait  résulter 
de  ces  considérations  qu'il  n'y  avait  qu'une  explication  fondée  sur  un 
calcul  rigoureux,  tel  que  celui  que  nous  avons  donné  dans  l'article  XIX 
et  dans  celui-ci,  qui  pût  mettre  à  l'abri  de  toute  objection  à  cet  égard 
le  principe  de  la  gravitation  universelle. 

XXVII. 

Examen  des  termes  de  la  troisième  clause  et  conjectures 
sur  la  profondeur  moyenne  de  la  mer. 

Les  termes  de  cette  classe  que  renferme  l'expression  de  R,  et  qui, 
comme  nous  l'avons  vu,  résultent  du  développement  de 

JKsîn*0sin*y  cos(2/if -4-  20  —  29), 

sont  de  la  forme 

K'sîn'0cos(//  -i-2GT4- A); 
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il  faut  donc  supposer  ^  =  2  dans  l'équation  (T)  de  rarticle  XXIV;  or, 
si  l'on  y  suppose»  comme  dans  les  articles  précédents» 

et  que  l'on  fasse 

il  est  aisé  de  s'assurer,  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  l'article  XIV, 
qu'elle  sera  satisfaite,  pourvu  que  l'on  ait 


7  = 


2n* 


'[-âF^]{"'-'^^'*'-f)' 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  d'une  autre  manière 
dans  l'article  XYI,  et,  comme  on  a 


/    cos(// -4-  aw  -4-  A)  Aj  =  o, 


la  condition  d'une  quantité  de  fluide  toujours  la  même  est  nécessaire- 
ment remplie. 

En  supposant  r  un  nombre  un  peu  considérable,  on  aura,  à  très  peu 
près,  le  cas  d'une  profondeur  constante;  ce  dernier  cas  étant  celui  de 
la  nature,  on  peut  donc  déterminer  d'une  manière  très  approchée,  par 
la  méthode  précédente,  les  oscillations  de  la  mer  dépendantes  des 
termes  de  cette  troisième  classe,  quelles  que  soient  la  densité  A  et  la 
profondeur  /. 

I  différant  très  peu  de  2n,  on  peut,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l'article  précédent,  relativement  aux  termes  de  la  seconde  classe, 
n'avoir  aucun  égard  aux  variations  de  K,  v  et  9  dans  le  terme 

jKsin*0sin*vcos(an^-f-acj  —  29); 

on  n'aura  ainsi  qu'une  seule  valeur  de  a  à  calculer,  et  l'expression 
de  y 9  correspondante  à  ce  terme,  sera 

acos(2/i^-f-  aw  —  29); 
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elle  sera  à  son  maximum  lorsque  2/1/  +  2C7  —  2^  sera  égal  à  zéro  ou 
à  180^;  d'où  il  suit  que,  si  la  plus  grande  valeur  positive  a  lieu  lors  du 
passage  de  l'astre  par  le  méridien,  sa  plus  grande  valeur  négative  aura 
lieu  environ  six  heures  après  :  le  double  2a  de  la  plus  grande  valeur 
positive  de  cette  expression  donnera  donc  la  différence  de  la  haute  à 
la  basse  mer.  Or,  si  la  profondeur  /influait  d'une  manière  sensible  sur 
la  valeur  de  a,  on  pourrait  par  des  observations  exactes  sur  les  marées, 
faites  dans  les  mers  libres  et  loin  des  continents,  déterminer  avec 
assez  de  précision  la  profondeur  moyenne  de  la  mer,  sur  laquelle  on 
n'a  formé  jusqu'ici  que  des  conjectures  vagues  et  incertaines  :  cette 
considération  mérite  d'autant  plus  d'attention,  que  nous  n'avons  peut- 
être  que  ce  seul  moyen  pour  connaître  un  élément  aussi  important  de 
la  théorie  de  la  Terre;  c'est  ce  qui  me  détermine  à  donner  ici  le  calcul 
des  hauteurs  des  marées  pour  différentes  profondeurs;  je  ferai,  pour 
plus  de  simplicité,  abstraction  de  la  densité  de  la  mer,  parce  qu'elle 
n'est  pas  bien  connue,  et  que  d'ailleurs,  d'après  les  observations  faites 
sur  les  attractions  des  montagnes,  elle  paraît  être  beaucoup  moindre 
que  la  densité  moyenne  de  la  Terre,  en  sorte  qu'en  la  regardant 
comme  nulle  nos  résultats  s'éloigneront  moins  de  la  vérité  que  les 
observations  auxquelles  on  pourra  les  comparer,  et  qui,  dans  les  mers 
les  plus  libres,  sont  modifiées  par  un  grand  nombre  de  circonstances 
étrangères.  Pour  déterminer  présentement  le  terme 

de  l'expression  de  y  qui  correspond  au  terme 

—  sin'vsin*0cos(2/i^-K  2x3  —  29) 
2  ^ 

de  l'expression  de  R,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  que  nous 
avons  indiquée  ci-dessus;  mais  on  peut  le  trouver  plus  simplement  de 
la  manière  suivante.  Pour  cela,  nous  observerons  que  la  supposition 
de  A  =  o  donne,  par  l'article  XXIV, 

j^ 

a'=z  a sin'v  sin'ô; 
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de  plus,  rhypothëse  d'une  profondeur  constante  revient  à  faire  z  —  œ 
dams  l'équation  (T)  du  même  article  ;  si  Ton  y  suppose  ensuite  5^2 
et  1^2/1,  et  que,  pour  abréger»  Ton  fasse 

an'  ^         Ksln'v       . 

elle  deviendra 

Pour  satisfaire  à  cette  équation,  supposons 

■'1 
nous  aurons  généralement,  entre  (es  coefficients 

k^"^'\    k^'^    et    k^'-'\ 
Téquation 

o  =  Aï''-^*^ (ar* -h  2 /•  —  4 )  —  A<'*H2 r*— r  —  I ) -+- |jL A^'*-»). 

Cette  équation  est  aux  différences  finies  du  second  ordre,  et  l'on 
déterminera  les  deux  constantes  arbitraires  de  son  intégrale  au 
moyen  des  valeurs  de  A  et  de  A^*^;  or  la  substitution  de  l'expression 
de  a  dans  Téquation  (R)  donne  A  =  o  et  A^"  =  ig;  il  reste  présente- 
ment à  intégrer  l'équation  précédente,  ce  qui  parait  très  difficile; 
nous  nous  bornerons  ainsi  à  déterminer  successivement,  au  movon  do 
cette  équation,  les  valeurs  de  A^^^  A^' , 

En  y  faisant  r=  i,  A  ~  o  et  A^''=  ^6,  on  trouve  l'équation  iden- 
tique o  =^  o  ;  en  y  faisant  r  =  2,  on  a 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  k^^\  si  l'on  connais- 
sait A^*^;  si  Ton  fait  r  --=  '^ ,  on  aura 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  A^*^  si  l'on  connais- 
sait A<*';  on  verra  de  la  même  manière  que  la  connaissance  de  A^*^  dé- 

OBupreêde  L.  —  IX.  28 
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pend  de  celle  de  A^*\  et  ainsi  de  suite  à  Tinfini,  d'où  il  semble  impos- 
sible d'avoir  la  valeur  de  A  ;  voici  comment  on  peut  résoudre  ce  cas 
singulier  qui  peut  se  présenter  dans  d'autres  circonstances. 

Supposons  que  la  suite  A-i- A^*^j?*-h  A^-^a?*-+- A^'^a?*-!-. ..  se  ter- 
mine après  le  terme  A^'''*'*^x^'''^^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  suppo- 
sons A^'''*"^^=  o,  A^'"+'^  =  o,  A^''"^^^—  o,  . . .,  nous  aurons  les  équations 

o  =  2oA<*)-  i4A<'J-4-fAAf^), 
ozz:36Aï»>-27A^*)-^fJLA<»^ 

(/)  / ; 

o=iA<'^»>[a(r~i)«+6(r  — I)]— A<'-J[a(r  — i)«H-3(/~i)]-4-fxA^'-«>, 
o  =  —  Af'-^»U2r*4- 3r)  +  fxAt'-), 

en  faisant  abstraction  de  la  dernière  de  ces  équations,  on  aura  un 
nombre  r  d'équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  les 
r  quantités  A^^^  A^^\  A^*^  . . .,  A<''"*■*^  et  si  l'on  suppose 

(r-i)*-h3(r-.i) 


jjLt'-»)— 2(r—  i)«-4-3(r—  i)--2fjL 


^(r-s)_-2(r  —  a)»-4-  3(r—  a)  —  a/x 


^(r-3)-_  2(r  —  3)»4-  3(r  —  3)  —  afx 


(r--a)'-4-3(r~a) 
(r-3)'-H3(r~3) 

if(r-t) 


on  aura 


4(r-»-l)_  JL^k(r) 
A(H      —  _iL.  A(r-l) 


A^*)       —  J— .  Af')=:  -^-• 
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on  aura  donc 

A(*)    = i^ , 

A<»»     = î— , 


^(r+i)--  f**^® 


2^(l)^{t)|jt(-^î...|Jl<'') 


Ces  valeurs  de  A^*^  A^'^  A^*\  ...  satisfont  aux  équations  (/),  si  l'on 
excepte  la  dernière  de  ces  équations;  mais,  si  Ton  ajoutait  au  second 

membre  de  Téquation  (R)  le  terme  -717-71] (T,»  il  est  visible  que 

cette  dernière  équation  se  changerait  dans  la  suivante 

ce  qui  donnerait  pour  A^''^'^  la  même  valeur  que  précédemment;  d'où 
il  suit  que  Téquation  finie 

a  —  igx«-4- A«*)^*-t- A^»Ja:*-4- . . . -h  Af''+«>aî«'-^» 

satisfait  exactement  à  l'équation  différentielle 

Si  le  terme    ^7)  («) F)  ^****  extrêmement  petit,  on  pourrait,  sans 

erreur  sensible,  employer  l'équation  précédente  au  lieu  de  l'équa- 
tion (R),  et  Terreur  serait  d'autant  moindre  que  ce  terme  serait  plus 
petit;  or,  quel  que  soit  p.,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer  à  r  une  telle  valeur  que  ce  terme  soit  moindre  qu'au- 


ir-t-l 


cune  grandeur  donnée,  en  sorte  que    (,,  ^, ^,  devient  infiniment 

petit  lorsque  r  est  infini. 
Pour  appliquer  la  théorie  précédente  à  des  profondeurs  détermi- 


\ 
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nées,  nous  choisirons  celles  qui  répondent  à  (a  =  20,  [a  =  10,  pi  =  5 

et  (A  =  f  ;  (A  étant  égal  à  -j—f  la  profondeur  /  de  la  mer  sera,  dans  ces 

quatre  hypothèses,  — >  ^i  -— >  ~;  or  on  a,  comme  on  sait, 

O  rt  J5  0 

£?!  —  _'_ 

g  ~  289' 

et  le  rayon  de  la  Terre  que  nous  avons  pris  jusqu'ici  pour  unité  est  de 
1445  lieues,  à  raison  de  i3  573  pieds,  ou  d'environ  2262  toises  par 
lieue  ;  d'où  il  suit  que  la  profondeur  de  la  mer  relative  aux  quatre  va- 
leurs précédentes  de  |x  est  de  ^  lieue,  de  i  lieue,  de  2  lieues  et  de 
4  lieues.  Considérons  d'abord  le  cas  de  (jl  =  20,  ou  d'une  demi-lieue 
de  profondeur. 

Si  l'on  suppose  r=  12,  ou,  ce  qui  revient  au  même»  si  l'on  considère 
treize  termes  de  la  suite 

on  trouvera 

A<»)~        o,56,  A<*)  --o,aa5iê, 

A(»^  =-0,034346, 
A(»«)rz.  — 0,004078e, 
An»î  =  - 0,00038896, 
A(i«)=z  — o,oooo3o396, 
\(i3)— —  0,0000018766. 


A^*)^ 

10,09316, 

A(3)_ 

5,05826, 

A(*)-_ 

6,55236, 

A(»îi:r 

7,72446, 

\(6)  — 

3,72906, 

A(')- 

1,09876, 

Le  terme  -7T7-7Ï] ^;>  qu'il  faudrait  ajouter  à  l'équation  diiféren- 

tielle  (R),  pour  que  l'équation 

a  =  Af»)xî-+-A^'>^*-hA<'^a?«4-...-hA<»»>a;« 

y  satisfît  exactement,  étant  égal  à  —  2(xA^'^"'*^ar^''^*,  est  conséquem- 
ment  égal  à  —  0,00007504^0;'";  or  ce  terme,  étant  excessivement 
petit  par  rapport  à  {\^x^,  peut,  sans  erreur  sensible»  être  ajouté  à 


a  —  6  sin*  S 
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l'équation  (R),  en  sorte  que  Ton  doit  regarder  comme  très  approchée 
la  valeur  suivante  de  a  : 

m 

0,5  +  10,0931  sin*0  -h5,o582  sin^O 

—  •  6,5523  siri*  0  —  7,7244  sin"  0 

—  3,7290  sin***  5— 1,0987  sin**(? 

—  o,225i  sin*^(?-- 0,03434 sin'^() 

—  0,004078810**9  — 0,0003889  sin^'^ô 

—  o,oooo3o39sin"(; —  0,000001876810**9 

On  peut  même  négliger,  dans  les  coefficients  numériques  des  dernières 
puissances  de  sinO,  les  chiffres  qui  occupent  après  la  virgule  la  cin- 
quième place  et  les  suivantes,  parce  que  dans  le  calcul  des  coefficients 
des  premières  puissances  de  sinO  nous  n'avons  porté  l'exactitude  que 
jusqu'aux  dix-millièmes  inclusivement,  ce  qui  est  plus  que  suffisant 
dans  ces  recherches. 

Si  l'on  se  rappelle  maintenant  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  ar- 
ticles XXV  et  XXVI,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  Ton  a  généralement, 
dans  la  supposition  de  A  =  o, 

«K,       ,          I    .    ,    X  ï  -+-3cos2  9  , 

ay=i  -^(cos'v  —  jsm'v) -r h(xacos{2nt  -+-201  —  29); 

or,  en  supposant  que  les  quantités  K,  v  et  ç  sont  relatives  au  Soleil,  et 
que  h  exprime  sa  moyenne  distance  à  la  Terre,  et  mi  son  moyen  mou- 
vement, on  a,  par  la  théorie  des  forces  centrifuges, 


S^ 
h' 


-—  =  m': 


partant, 

3S         ^nWmy  3  _^ 

^h^g  =  ^  (-/I  j  =  27^89136573)-^  '-^  ^'<>^^o^3««9. 

Cette  quantité  est  une  fraction  du  rayon  de  la  Terre  que  nous  avons 
pris  pour  unité;  pour  la  réduire  en  pieds,  il  faut  donc  la  multiplier 
par  le  nombre  de  pieds  que  renferme  ce  rayon,  c'est-à-dire  par 
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1445  X  13573  pieds;  on  aura  ainsi 

et  il  faudra  faire  varier  cette  quantité  réciproquement  comme  le  cube 
de  la  distance  actuelle  du  Soleil  à  la  Terre  au  cube  de  sa  moyenne 
distance. 

Si  l'on  nomme  ensuite  e  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune,  divisée 
par  le  cube  de  sa  moyenne  distance  à  la  Terre,  à  la  masse  du  Soleil, 
divisée  par  le  cube  de  sa  moyenne  distance,  on  aura,  pour  la  Lune, 


g 


=  oP,  76296, 


quantité  qu'il  faudra  faire  varier  encore  réciproquement  comme  le 
cube  de  la  distance  actuelle  de  la  Lune  au  cube  de  sa  moyenne  dis- 
tance; il  suit  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  v'  et  9'  pour  la  Lune  les 
quantités  que  nous  avons  nommées  v  et  9  pour  le  Soleil,  on  aura,  en 
vertu  des  actions  réunies  de  ces  deux  astres,  dans  le  cas  où  la  mer  n'a 
qu'une  demi-lieue  de  profondeur  et  où,  par  conséquent,  ^  =  20, 


«7- 


oP,7629 ^ [cos'  V  —  \  sin'  v  -h  e(cos*  v'—  \  sin*  v')] 


oP,  7629  sin*  0 


I 


0,54-10,0981    sin 
+  5,o582   sin 

—  6,55a3   sin 

—  7,7244   sin 

—  3,7290  sin 

—  1,0987   sin 

—  o,225i    sin 

—  0,0343   sin 

—  o,oo4o88in 

—  0,00089  sin 

—  o,oooo3sin 


0\ 

6 
H 

«0 


e  sin*  v'cos(  2  nlH-  2© 

sin*  VC0S(2/I/+  2GJ 


29') 
29) 


Si  Ton  suppose  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances  à 
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la  Terre  et  en  opposition  ou  en  conjonction  dans  le  plan  de  Téqua- 

teur;  si,  de  plus,  on  fait,  avec  M.  Daniel  Bernoulli,  e  ~  ^,  on  trouve 

19^,85  pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  à  Téquateur;  mais 

une  singularité  très  remarquable  est  que  la  basse  mer  a  lieu  lorsque 

les  deux  astres  sont  dans  le  méridien,  et  la  haute  mer  lorsqu'ils  sont 

àThorizon,  en  sorte  que  TOcéan  s'abaisse  à  l'équateur,  sous  Tastre  qui 

l'attire  :  en  avançant  de  l'équateur  vers  les  pôles,  on  trouve  que,  vers 

le  seizième  degré  de  latitude  tant  boréale  qu'australe,  la  différence  de 

la  haute  à  la  basse  mer  est  nulle;  d'où  il  suit  que,  dans  toute  la  zone 

comprise  entre  les  deux  parallèles  de  i6^,  la  basse  mer  a  lieu  lors  du 

passage  des  astres  par  le  méridien  et  que,  au  delà  de  ces  parallèles,  la 

haute  mer  a  lieu  à  ce  même  instant. 

En  comparant  ces  résultats  aux  observations,  on  voit  qu'il  est  impos- 
sible de  les  admettre;  car,  d'un  côté,  la  différence  entre  la  haute  et  la 
basse  mer  dans  les  syzygies  est  moindre  que  i9i',85  dans  les  mers 
libres  situées  sous  l'équateur,  et,  d'un  autre  côté,  le  moment  de  la 
haute  mer  approche  beaucoup  plus  de  l'instant  du  midi  que  de  celui 
où  le  Soleil  est  à  l'horizon.  Nous  pouvons  donc  assurer  que  la  profon- 
deur moyenne  de  la  mer  n'est  pas  d'une  demi-lieue. 

Dans  le  cas  de  |x  =  lo,  et  par  conséquent  d'une  lieue  de  profondeur, 
on  trouvera,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 

oLy  ■=.  oP,  7629 g [cos*  V  —  J  sin*  v  -h  e(cos*  v'  —  \  siu*  v'  )] 

0,5  —  o,ia45   sin*  9 

—  0,7028  sin*  0 

—  0,4297   sin*  0 

—  0,1270  sin*  0  I  (      esin*v'cos(2/i^H-  2cj  —  29')  i 
H-oP,76a98in*fl{  ^)j  [ 

1        —0,0281    sin*°7|(H-   sin*  vcos(2/i^-h  2CJ  — 29  )  ) 

—  0,00288  8in"0 

—  0,00026  sin^*0 

—  0,00002  sin*'0 

En  supposant  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances 


L 
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et  en  opposition  ou  en  conjonction  dans  le  plan  de  Téquateur»  et  fai- 
sant, comme  ci-dessus,  e  =1::  |,  on  trouve  4^,86  pour  la  différence  de  la 
haute  à  la  basse  mer  à  Téquateur.  L'instant  de  la  basse  mer  est  celui 
du  midi,  depuis  Féquateur  jusqu'au  trente-septième  degré  de  latitude, 
tant  boréale  qu'australe,  où  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  est 
nulle,  et  au  delà  duquel  l'instant  de  la  haute  mer  arrive  à  midi;  or,  ces 
résultats  étant  contraires  aux  observations,  on  peut  en  conclure  que  la 
profondeur  moyenne  de  la  mer  n'est  pas  d'une  lieue. 

Dans  le  cas  de  |x  =  5  ou  d'une  profondeur  de  deux  lieues,  on  trou- 
vera 

cny  =  oP,  7629 -. [cos*  V  —  {  sm*  v  -h  «(cos*  v'  —  }  sm*  v'  )] 

0,5-1-3,0980     sin'  ô 
1,6287     sin*  0 

0,8619     sin*  0f  (       esin'v'cos(2/i^-+- 2i!y  — 29') 
0,04596   sin*  ô  [  ( -f-    sin- vcos(2/if -^- 2CJ  — 29  ) 
0,00879   sin*°0 
0,000211  sin**0 


oP,7629sin'0 


Et  l'on  aura,  dans  les  mêmes  suppositions  que  ci-dessus,  80^,09 
pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur;  mais  ici 
rinstant  de  la  haute  mer  est,  pour  tous  les  climats,  celui  du  passage 
des  astres  par  le  méridien.  La  différence  3op,o9  étant  beaucoup  plus 
grande  que  suivant  les  observations,  on  ne  peut  supposer  à  la  mer 
une  profondeur  moyenne  de  deux  lieues. 

Enfin,  dans  le  cas  de  (x  =  |  ou  d'une  profondeur  de  quatre  lieues, 
on  trouvera 

„      ^        I-h3COS20  1     .    ,  /         •     I         1     .    •    /M 

«^  ==oP,7629 -; [cos'v  ~  4sm'vH-e(cos' v'—  {sm*v')] 

0,6-1-0,8752   sin*.0 

-T- 0,0788   sin*  0 

oP,7629sin*0  {         -+-0,00787510*  ô 

H- 0,00047  sin*  0 
-t-  0,00002  sin*°ô 


esin*v'cos(2/ir -h  2cï—  29')  j 
-+-    sin*  vcos(2/i/-h  2BJ  —  29  )  I 
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L'instant  de  la  haute  mer  est  ici,  comme  dans  le  cas  précédent, 
celui  du  passage  des  astres  par  le  méridien,  et  l'on  trouve,  dans  les 
mêmes  suppositions  que  ci-dessus,  5i*,i37  pour  la  différence  de  la 
haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur.  Ces  résultats  étant  assez  conformes 
à  ce  que  l'on  observe,  nous  n'avons  aucune  raison  de  rejeter  une  pro- 
fondeur moyenne  de  quatre  lieues;  mais,  si  la  différence  5^,1 87  parais- 
sait trop  considérable,  il  faudrait  admettre  alors  une  profondeur  plus 
grande  que  quatre  lieues;  car,  en  augmentant  la  profondeur  de  la  mer 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  diminuant  la  valeur  do  (x,  on  a  de  plus 
petites  marées.  Pour  le  faire  voir,  considérons  la  loi  des  valeurs  de 
^ir)^  p^(r-i)^  ^{''-2)^  .  il  est  facile  d'en  conclure  que,  si,  dans  le  cas  de 
|i=  I,  toutes  ces  valeurs  sont  positives  jusqu'à  (jl^'^"'^  inclusivement, 
dans  le  cas  de  (jl  =  i  — /,  elles  seront  encore  positives  et  plus  grandes 
que  dans  le  premier  cas,  si  l'on  excepte  cependant  la  valeur  do  (jl^'"^ 
qui,  dans  ces  deux  cas,  est  égale  à  2r^-h  3r;  car  (x^''"*^  par  exemple, 

étant  égal  à  2(r—  i)*-i-  3(r—  i)  --  2[x^^~*^  "^^^  ^^TJJ^  augmente 
lorsque  (x  diminue,  puisque  la  partie  négative  —  :x\k- — ^^r^-^ 

est  d'autant  moindre  que  (x  est  plus  petit.  Il  suit  de  là  que,  les  valeurs 
de  \»S''\  jx^''"*^  |x^'""^\  . . .  ayant  été  trouvées  positives  dans  le  cas  de 
|x  =  5,  lorsque  (x  sera  moindre  que  5,  ces  valeurs  seront  encore  posi- 
tives et  deviendront  d'autant  plus  considérables  que  fx  sera  plus  petit, 
et  comme  on  a 

et 

il  est  clair  que,  tant  que  [x  sera  égal  ou  au-dessous  de  5  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  tant  que  la  profondeur  moyenne  de  la  mer  sera 
égale  ou  au-dessus  de  deux  lieues,  la  valeur  de  a,  dont  dépend  la  dif- 
férence de  la  hauteur  des  marées,  sera  positive  et  deviendra  plus  petite 
lorsque  cette  profondeur  sera  plus  grande;  mais  cette  diminution  (le 
la  valeur  de  a  a  des  limites;  car,  dans  le  cas  de  |x  infiniment  petit,  on 
OBsfivf  ^  L.  —  IX.  39 
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aurait  a  =  ^Sx^,  ce  qui  donnerait  k  Téquateur,  dans  les  pleines  et 
nouvelles  Lunes  des  équinoxes»  2^,67  pour  la  différence  de  la  haute  à 
la  basse  mer;  or  cette  différence  est  (art.  XIX)  celle  que  donne  la 
théorie  ordinaire. 

Il  résulte  des  calculs  précédents  que  la  profondeur  de  la  mer  influe 
d'une  manière  très  sensible  sur  la  hauteur  des  marées,  et  qu'elles  sont 
susceptibles  à  l'équateur  de  toutes  les  variétés  possibles,  par  la  seule 
variation  de  cette  profondeur;  nous  allons  déterminer  ici  ces  variétés 
pour  toutes  les  valeurs  de  (x  comprises  entre  (x  =  20  et  fjL  =  o,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  pour  toutes  les  profondeurs  de  la  mer  égales  ou 
plus  grandes  qu'une  demi-lieue. 

Pour  cela,  nous  observerons  d'abord  que  si  l'on  nomme  B  et  B^*^  les 

valeurs  de  a  et  de  ^  à  l'équateur,  ou  lorsque  a?  =  i,  l'équation  (R) 
donnera,  en  faisant x  =  if 

(0  —  B««>  — aB(3-fA)4-46  =  o. 

Nous  observerons  ensuite  que,  dans  le  cas  où  (x  =  20,  toutes  les 
valeurs  de  [l^''^  sont  positives,  excepté  celles  de  [x^'\  et  c'est  pour  cela 
que  les  valeurs  de  A^''^  sont  toutes  négatives  lorsque  r  est  plus  grand 
que  3  ;  donc,  si  (x  =  20  — /,  toutes  les  valeurs  de  [tS^\  au-dessus  de  |x^'\ 
seront  positives  et  plus  grandes  que  lorsque  [x  =  20;  or  on  a 


fJlw— 

27- 

36(20- 

9 

^(«)  — 

i4~ 

ao(2o- 

-/>. 

fJL(»)  = 

5- 

8(20  — 

/>_ 

5- 

8 

■  4 

20 

ao 

-/ 

(JL<»> 

Cela  posé,  si,  lorsque  |x=2o— /,  (x<*>  est  négatif,  il  sera  moindre 
que  dans  le  cas  de  [x  =  20,  car  [tS*^  étant  positif  et  plus  grand  dans 
le  premier  de  ces  deux  cas  que  dans  le  second,  la  partie  négative 

—  36  ^^757^  sera  moindre  dans  le  premier  cas.  La  valeur  de  fx^'^  sera 
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alors  éyidemment  positive  dans  les  deux  cas;  celle  de  (x^'^  sera  pareil- 
lement  positive,  car  la  quantité  négative  — -, est  visiblement 

20—/  ""]?») 

moindre  dans  le  cas  de  |x  =  20  — /  que  dans  le  cas  de  (jl  =  20;  donc, 
la  valeur  de  (jl^*^  étant  positive  dans  ce  dernier  cas,  elle  le  sera  à  plus 
forte  raison  dans  le  premier. 

Si,  lorsque  |x  =  20  — /,  (jl^'^  est  positif  et  ^fP'^  négatif,  il  est  clair  que 
|i'*'  sera  positif;  d'où  il  suit  généralement  que,  |x  étant  égal  ou  au-des- 
sous de  20,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  des  valeurs  de  (jl^'*^  négative, 
et  cette  valeur  ne  peut  être  que  [x^*^  (x^*^  ou  (x^'^;  l'expression  de  a  ne 
peut  donc  être  alors  que  de  l'une  des  quatre  formes  suivantes 

/,  y^'\  y^*\  . . .  étant  des  quantités  positives. 

Dans  tout  l'intervalle  compris  entre  (x  =  20  et  [x  =  10,  les  trois  pre- 
mières formes  peuvent  avoir  lieu;  lorsque  |x==io,  toutes  les  valeurs 
de  (x*^  sont  positives,  excepté  (x^*\  et  par  cette  raison  l'expression  de  a 
est,  dans  ce  cas,  de  la  troisième  forme;  les  expressions  de  a  corres- 
pondantes aux  valeurs  de  |x  comprises  entre  10  et  5  ne  peuvent  donc 
être  que  de  la  troisième  ou  de  la  quatrième  forme,  et,  comme  dans  le 
cas  de  fx=  5,  toutes  les  valeurs  de  (x^'*)  sont  positives,  elles  le  seront 
encore  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  (x  =  5  et  (x  =  o,  et  l'expres- 
sion de  a  sera  de  la  quatrième  forme. 

Présentement,  il  est  visible  que,  si  l'on  suppose 

Bn)=:6B-2D, 

D  sera  nécessairement  négatif  dans  le  cas  des  deux  premières  formes. 
En  substituant  cette  valeur  de  B^*^  dans  Téquation  (i  ),  on  aura 

«     2S-+-D 
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d'où  il  suit  que,  lorsque,  dans  Tintervalle  compris  entre  (x=2o  et 
|x  =  6,  la  valeur  de  a  est  susceptible  de  Tune  des  deux  premières 
formes,  B  est  négatif;  mais,  dans  ce  cas,  l'Océan  s'abaisse  à  l'équa- 
teur  sous  l'astre  qui  l'attire,  en  sorte  que  l'instant  de  la  basse  mer  est 
celui  du  passage  de  l'astre  au  méridien.  On  doit  donc  exclure  toutes 
les  valeurs  de  (jl  comprises  entre  20  et  6  qui  donneraient  pour  a  une 
valeur  de  la  première  ou  de  la  seconde  forme. 
Si  l'on  suppose 

D  sera  nécessairement  négatif  dans  le  cas  de  la  troisième  forme;  en 

substituant  cette  valeur  de  B^*^  dans  l'équation  (i),  on  aura  B  =  -7— —  ; 

d'où  il  suit  que,  dans  tous  les  cas  où»  [x  étant  compris  entre  20  et  4» 
a  est  de  la  troisième  forme,  B  est  négatif,  et  qu'ainsi  on  doit  exclure 
tous  ces  cas;  [jl  étant  plus  grand  que  5,  si  la  valeur  de  a  est  de  la  qua- 
trième forme,  elle  sera,  par  ce  qui  précède,  plus  grande  que  dans  le 
cas  de  [x  =  5,  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  donne  des  marées  beau- 
coup trop  fortes.  On  doit  donc  généralement  exclure  toutes  les  valeurs 
de  (Jl  comprises  entre  20  et  5,  et,  par  conséquent,  rejeter  toutes  les  pro- 
fondeurs intermédiaires  entre  une  demi-lieue  et  deux  lieues  ;  au-dessus 
de  deux  lieues,  toutes  les  valeurs  de  a  sont  positives,  et  les  hauteurs 
des  marées  vont  en  diminuant  à  mesure  que  l'on  fait  croître  la  profon- 
deur, en  sorte  que,  dans  la  supposition  de  quatre  lieues  de  profondeur 
moyenne,  on  n'a  plus  qu'environ  cinq  pieds  de  différence  à  l'équateur 
entre  la  haute  et  la  basse  mer.  Je  n'ai  point  examiné  le  cas  où  \k  est 
plus  grand  que  20  et  où,  par  conséquent,  l'Océan  a  moins  d'une  demi- 
lieue  de  profondeur,  parce  qu'il  me  parait  vraisemblable  que,  la  naer 
ayant  recouvert  autrefois  des  montagnes  fort  élevées  au-dessus  des- 
quelles elle  a  laissé  des  marques  incontestables  de  son  séjour,  on  ne 
peut  lui  supposer  moins  d'une  demi-lieue  de  profondeur  moyenne. 

Suivant  les  observations  faites  dans  les  mers  libres  et  loin  des  conti- 
nents aux  environs  de  l'équateur,  la  hauteur  des  marées  n'excède  pas 
cinq  pieds;  il  y  a  même  tout  lieu  de  croire  que,  sans  la  réaction  des 
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continents»  la  pente  des  rivages  et  mille  autres  causes  dont  Teflet  est 
très  sensible  sur  nos  côtes,  cette  hauteur  serait  moindre.  On  peut  donc 
regarder  au  moins  comme  très  probable  que  la  profondeur  moyenne 
de  la  mer  n*est  pas  au-dessous  de  quatre  lieues;  nous  pourrions  pro- 
noncer avec  plus  de  certitude  sur  cet  objet  important,  si  nous  connais- 
sions exactement  le  rapport  de  la  densité  de  la  mer  à  la  densité  moyenne 
de  la  Terre,  et  si  nous  avions  un  plus  grand  nombre  d'observations 
faites  avec  soin  dans  la  mer  du  Sud  et  le  plus  loin  qu'il  est  possible 
des  continents;  indépendamment  de  l'utilité  dont  elles  nous  seraient 
dans  la  discussion  présente,  elles  serviraient  encore  à  nous  éclairer 
sur  un  phénomène  des  marées,  dont  la  théorie  ne  peut  rendre  raison, 
et  qui  me  parait  être  l'efTet  des  obstacles  que  la  mer  éprouve  dans  ses 
oscillations.  Il  résulte  des  formules  précédentes  que,  dans  les  nou- 
velles et  pleines  lunes,  la  haute  mer  doit  arriver  à  midi,  et  que  le 
temps  des  syzygies  est  celui  où  la  différence  de  la  haute  a  la  basse  mer 
est  à  son  maximum;  or  on  observe  assez  généralement  que  la  haute 
mer  n'arrive  dans  les  syzygies  qu'une  heure  ou  deux  après  midi  et  que 
les  plus  hautes  marées  n'ont  lieu  qu'un  jour  ou  deux  après  les  syzy- 
gies. On  pourrait  cependant  justifier  la  théorie,  en  considérant  que 
nos  formules  ne  représentent  que  la  partie  des  oscillations  de  la  mer 
qui  est  due  à  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  qu'il  serait  possible, 
en  ayant  égard  aux  oscillations  qui  dépendent  de  l'état  primitif  de  la 
meft  d'expliquer  les  retards  que  l'on  observe  dans  les  marées;  mais, 
en  réfléchissant  de  nouveau  sur  les  raisons  qui  m'ont  déterminé  à  né- 
gliger ces  oscillations,  il  me  parait  de  plus  en  plus  indubitable  que, 
sans  l'action  continue  du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  eaux  de  la  mer 
seraient  depuis  longtemps  parvenues  à  l'état  d'équilibre,  en  vertu  des 
frottements  et  des  résistances  en  tout  genre  qu'elles  éprouvent  :  il  est 
donc  extrêmement  probable  que  ces  retards  sont  l'effet  des  obstacles 
que  les  continents  et  les  îles  opposent  aux  oscillations  de  la  mer,  puis- 
que sur  nos  côtes,  où  l'influence  de  ces  obstacles  est  plus  sensible,  les 
retards  des  marées  sont  très  variables  d'un  port  à  l'autre,  et  qu'en  gé- 
néral la  théorie  se  rapproche  d'autant  plus  des  observations,  qu'elles 
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ont  été  faites  dans  des  mers  plus  libres;  d'ailleurs  les  intervalles  ob- 
servés des  marées  ont  à  trës  peu  près  avec  les  mouvements  du  Soleil 
et  de  la  Lune  le  rapport  que  donne  la  théorie,  ce  qui  serait  impos- 
sible si  la  cause  do  ces  retards  était  indépendante  des  mouvements 
de  ces  astres  et  si  elle  n'était  pas  une  modification  de  leur  action  sur 
la  mer. 

XXVIII. 
De  l'équilibre  ferme  des  planètes. 

Je  terminerai  ces  recherches  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  par 
quelques  réflexions  qu'elles  m'ont  donné  lieu  de  faire  sur  l'état  d'é- 
quilibre que  les  géomètres  ont  nommé  fermey  dans  la  théorie  de  la 
figure  de  la  Terre.  Un  système  de  corps  étant  supposé  en  équilibre,  si 
on  le  dérange  infiniment  peu  de  cet  état  d'une  manière  quelconque, 
l'état  d'équilibre  sera  ferme,  toutes  les  fois  que  les  difl*érents  corps  du 
système  ne  feront  que  des  oscillations  infiniment  petites  autour  de 
leurs  points  d'équilibre;  d'où  il  suit  que,  si  l'on  représente  par  a?,  y^  js, 
x\  y  j  5',  . . .  les  coordonnées  qui  représentent  la  position  de  ces  corps 
par  rapport  à  ces  points,  leurs  expressions  doivent  être,  dans  le  cas 
d'un  équilibre  ferme,  des  fonctions  périodiques  du  temps  /,  ou  au 
moins  des  fonctions  de  ce  temps,  telles  qu'elles  n'aillent  pas  en  crois- 
sant à  l'infini,  et  si  l'une  d'elles,  par  exeinple  j?,  renfermait  un  terme 
proportionnel  au  temps,  l'équilibre  ne  serait  ferme  que  par  rapport 
aux  autres  variables.  En  partant  de  cette  définition,  déterminons 
quelles  sont  les  conditions  qui  rendent  ferme  l'équilibre  d'un  fluide 
qui  recouvre  un  sphéroïde  de  révolution  tournant  sur  son  axe. 

Pour  considérer  cet  objet  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  sup- 
ceptible,  il  serait  nécessaire  de  reprendre  les  équations  (6),  (7)61(9) 
de  l'article  XXII  et  de  les  intégrer  généralement  en  y  supposant  R  =  o 
et  en  déterminant  les  fonctions  arbitraires  de  leurs  intégrales  de  ma- 
nière qu'elles  satisfassent  aux  conditions  de  l'ébranlement  primitif  du 
fluide;  mais,  Tintégration  générale  de  ces  équations  étant  impossible. 
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au  moins  dans  l'état  actuel  de  TAnalyse,  nous  nous  bornerons  ici  a 
examiner  quelques  cas  particuliers  fort  étendus. 

En  faisant  R  =  o,  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  elles  devien- 
dront 

dPv  .  ,-j  du   ,    r,       û  ày       c)D  . 

pour  les  simplifier,  nous  supposerons  Tébranlement  primitif  tel  que  le 
fluide  conserve  toujours  la  figure  d'un  solide  de  révolution,  co  qui 

donne 

dy dv  __ 

dxsy         '         Oxs 
et 

dxs 

Nous  supposerons  ensuite  que  le  solide  recouvert  par  la  mer  est  un 
ellipsoïde  de  révolution;  la  profondeur  /y  du  fluide  est  alors  égaie  à 
/-h  jTsin^G,  q  pouvant  être  positif  ou  négatif,  mais  devant  être  dans  ce 
dernier  cas  moindre  que  —  /,  autrement  le  fluide  ne  recouvrirait  pas 
le  sphéroïde  à  Téquateur.  Les  trois  équations  précédentes  se  change- 
ront ainsi  dans  les  suivantes  : 

d.(i-h  jsin^Oju&inS 
ysine  =  -l-^ ^ ' 

d^n  dv  ,    ^       ^  dy       dD  . 

iPç  du  ^ 

-rr-sm'^H-  a/i--r-  sin5cos9=:o. 

at'  ai 

Il  est  aisé  de  s'assurer  par  l'article  III  que  ces  équations  subsiste- 
raient encore  dans  le  cas  oiiv  renfermerait  un  terme  proportionnel  au 

tempsl,ct,  par  conséquent,  où  ^  renfermerait  un  terme  indépendant 
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de  /,  mais  que,  pour  leur  exactitude,  il  est  nécessaire  ^qiie  ^  ^^^ 

ne  renferment  aucun  terme  semblable.  Pour  satisfaire  p^Séiiteiheht  h 
ces  équations,  supposons 

Il  ~b  e'^  -h  b'y 

-j7  =  ce^^-\^  c'y 
ctt 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  'et  a,  a\ 
/,  f\  b,  b\  c,  c'  étant  des  fonctions  de  ô  seul;  on  formera  les  45inq 
équations 

a'  sin  B::^-l 1^^-^^ '- , 

—  aAic'sm0cos0~  — ^-rg  -f-  35* A, 

^sin0  =  -/ ^-~ ^, 

«'ô  — 2/icsin0cos0~  — yç'^T-  -H-^A, 
csin'(?-i-  2/i6sin9cos0==  o. 

Au  moyen  des  deux  premières  équations,  on  déterminera  deux  des 
trois  quantités  a\  b'  et  c\  lorsqu'on  connaîtra  la  troisième;  la  cin- 
quième équation  donne  c  —  —  inb  -t—t  ;  la  troisième  et  la  quatrième 

deviendront  ainsi 

d.6sin0[i4-|sin«0^ 
rt  sin0=  —  / ^-^TT , 

Supposons  que  Ton  ait  déterminé  a  et  6  de  manière  à  satisfaire  à  ces 
équations,  on  aura,  pour  un  temps  quelconque  /,  les  valeurs  de  7,  i£  et 
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et  27'  Jsiïïs  le  cas  où  rébranlement  primitif  a  élé  tel  qu'à  l'origine  du 
mouvement  on  ait  eu 

u=:b  +  b',         -j-  =  ib, 


dt 


Les  équations  précédentes  ne  renfermant  que  le  carré  de  i,  il  est 
clair  que  l'on  peut  prendre  i  en  -h  ou  en  —,  en  sorte  que  l'on  peut 
supposer 

yz=za(e^''hQe-'')  -i- a', 

€  étant  un  coefficient  quelconque  indépendant  de  G  et  de  /;  ce  sont  lés 
^^aleurs  de  j,  w,  ^>  qui  conviennent  au  fluide  dans  le  cas  où  Ton  a  à 
l'origine  du  mouvement 

j^  =  a(n-6)-h«',         -^=:m(i— 6), 

_^c(H-o)4-c'. 

Si  l'on  voulait  qu'à  cette  origine  ^>  'Ji^^'Si  ^^^^^'^^  vàxo^  il  faudrait 
supposer  6  =  i  et  c'  =  —  2c. 

La  stabilité  de  l'équilibre  exige  en  général  que  i^  soit  une  quantité 
négative;  car  il  est  aisé  de  s'assurer,  par  la  théorie  connue  des  expo- 
nentielles, que  les  valeurs  précédentes  de  y^  ^  ^^-j:  ï^g  renfermeront 

alors  que  des  sinus  et  des  cosinus  du  temps  /,  et  seront  par  conséquent 
des  fonctions  périodiques  de  ce  temps,  au  lieu  que,  i*^  étant  positif,  ces 
valeurs  renfermeront  des  quantités  exponentielles  qui  peuvent  croître 
il  l'infini,  et  les  oscillations  du  fluide  cesseront  d'être  infiniment  pe- 

Qffmw*  4£v  £.  —  IX.  3o 
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tites;  il  faut  cependant  excepter  le  cas  où,  i^  étant  positif,  on  suppose- 
rait i  négatif  et  S  =  o;  car  alors  la  quantité  exponentielle  c'"'  irait  tou- 
jours en  diminuant,  et  le  fluide  approcherait  sans  cesse  de  l'état 
d'équilibre. 

Lorsque  i'^  est  négatif,  les  valeurs  précédentes  dey  et  de  u  sont,  a  la 
vérité,  périodiques  et  l'équilibre  est  ferme  relativement  à  ces  valeurs, 
mais  il  ne  l'est  par  rapport  à  ç^  que  dans  le  cas  où  c'=  o,  ce  qui  sup- 
pose, à  l'origine  du  mouvement,  ^  =  c(n-  6),  en  sorte  que  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  par  rapport  à  v  exige  une  certaine  vitesse  initiale 
aux  molécules  fluides,  dans  le  sens  de  la  longitude.  Au  reste,  on  peut, 
dans  la  recherche  de  la  figure  des  planètes,  se  contenter  d'un  équi- 
libre ferme  relativement  à  j,  u  et  ^>  parce  que  la  stabilité  de  l'équi- 
libre par  rapport  à  la  figure  ne  dépend  que  de  y.  Appliquons  main- 
tenant l'analyse  précédente  à  quelques  cas  particuliers. 

Le  plus  simple  de  tous  est  celui  dans  lequel  on  suppose  a  =  AcosO; 
on  trouvera  facilement  dans  ce  cas,  par  l'article  XXIII, 

M  —  f  TT  A  A  cos  9=^  g  ^^  h  cos  9, 

g  étant,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  égal  à  |uA^*^;  l'équation 


donnera  donc 


et  l'équation 


(|•*4-4/|*cos«9)6=:-^^^-^A 

^""1*4-4/1*— 4/1*  sin"^' 

d.bs}n9(i'h^sm^e) 

as\n9  =  -^l ^--^ ^ 

09 


donnera 


sin«0^i4-|sin*0) 


1*4-4/1*  d9 
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Cette  équation  ne  peut  visiblement  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où 

g  _____      ^n} 

et  alors  elle  donnera 
d'où  l'on  tire 


0"^) 


g 


et  ce  n'est  que  dans  le  cas  où  ^  a  cette  valeur  que  l'expression  de  a  est 
susceptible  de  la  forme  AcosO.  Si  l'on  veut  que  l'équilibre  soit  ferme 
relativement  à  v^  on  fera  c'  =  o,  partant  a'=oetb'=o;  on  aura  ainsi 

yrzzAcos0(e"-i-6e-"), 

•«= ^^ ^-^ .-(e"-hSe-'0. 

(i*-+-4'i")('-+-|sin*ej 


^'*^('~Â(ï))^*^^^^ 


^  = ^-7^^^:: ^(."+6e-). 


(i«H-4/i')(n-|sm«ô) 


La  supposition  de  i^  négatif  entraine  nécessairement  celle  de  A  moindre 
que  à,^*\  car  alors  l'équation  q  =  ^  ,  ,  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  sup- 
posant —  i^  plus  grand  que  4^';  autrement  on  aurait  —  g  plus  grand 
que  /,  ce  qui  est  impossible.  Soit  donc 

{''  étant  nécessairement  positif,  l'équation 


^^^('-"Âct)) 


«•«+4/1" 
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donnera 


«    ■      I 


l'» 


or  cette  équation  ne  peut  subsister  que  lorsque  Ton  a  A<  A^*^;  dans 
ce  cas,  i^  est  négatif  et  l'équilibre  du  fluide  est  ferme;  mais,  si  A  est 
plus  grand  que  A^*\  i^  sera  positif  et  l'équilibre  ne  sera  ferme  qu'en 
supposant  i  négatif  et  6  =  o  dans  les  formules  précédentes. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  discuter,  le  fluide  conserve  toujours 
la  même  figure  elliptique  et  le  même  axe  de  révolution  que  lorsqu'il 
est  en  équilibre,  avec  cette  seule  différence  que  le  centre  du  sphéroïde 
fluide,  au  lieu  de  coïncider,  comme  dans  l'état  d'équilibre,  avec  celui 
du  sphéroïde  qu'il  recouvre,  en  est  éloigné  de  la  quantité 

d'où  il  suit  que,  dans  la  supposition  de  i^  négatif  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  A  moindre  que  A^*^  le  centre  du  sphéroïde  flwde  fait  des 
oscillations  continuelles  autour  du  centre  du  sphéroïde  recouvert  par 
le  fluide  et  qu'il  s'en  approche  sans  cesse  lorsque  Ton  a  A>A^*\ 
pourvu  que  l'on  suppose  alors  i  négatif  et  6  ==  o. 
Considérons  présentement  le  cas  général  où  l'on  a 

ar=h  cos'*  0  4-  A(»)  ces'-*  e  -h  /i(«)  cos'*-»  0  -h ... , 

et,  pour  avoir  un  équilibre  ferme  par  rapport  à  ç^  supposons  a'  =  o, 
ft'  =  o  et  c'  =  o;  nous  aurons,  par  l'article  XXIII,  pour/A,  une  expres- 
sion de  cette  forme 

/A  =  <j  cos»*  0  -f-  <7(»  ces'*-*  Ô  H- . . . , 


d  étant  égal  à  ;  l'équation 


donnera  donc 

^  _  gj^ 0  (gà  -  g)rcos''--' 9  H-  (gh('^ ~  g('))  (r  -  i)  cos'-^g  -f-  (^A(«)-^  (y(t))  (r  ~  a)  cos'-'é 

t«H-4/i«— 4n»8in«9 


4  r 
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Supposons,  comme  précédemment,  y  =  —  ^_*  ^^,>  l'équation 

asin6=:—  / ^->5 

donn/Bi^ 

Asin« co^'"d 4-  Af^)  sin9 cos»"-»  ^  4- . . . 

=  -,i^4^[^'(^-^0(g-^-cT)co8'-g 

-^  r{r  —  i)  UA^*J  —  ^A  —  (T<*J 4-  (j)  cos»"-*  0  -h . . .]; 

en  com'pfàiraht  les  différentes  puissances  de  cosO,  on  aura  d'abord 

ce  qui  donne 

4rt» 
7^ 


on  déterminera  ensuite  le  rapport  des  coefficients  A^*^  hP'^^  ...  au  coef- 
ficient A  au  moyen  des  autres  équations  que  donne  la  comparaison  des 
puissances  de  cosO,  et  h  restera  arbitraire. 

On  prouvera  facilement,  comme  ci-dessus,  que  la  supposition  de  t* 
négatif  entraine  celle  de  3  A  moindre  que  (2rH-  i)A^*J  et,  dans  ce  cas, 
l'équilibre  sera  ferme;  mais,  si  l'on  a  3A  >(2rH-  I)A^*^  «*  sera  positif 
et  Téquilibre  ne  sera  ferme  qu'en  faisant  i  négatif  et  €  =  o. 

Si  Ton  suppose  r=  i,  on  aura  le  cas  que  nous  avons  discuté  précé- 
demment; en  supposant  r  =  2,  on  aura  celui  dans  lequel  la  figure  du 
sphéroïde  reste  elliptique  durant  l'oscillation  et  s'aplatit  plus  ou  moins 
que  dans  l'état  d'équilibre,  qui  ne  sera  ferme  alors  que  dans  la  suppo- 
sition de  3A  moindre  que  5A<*^  à  moins  que,  dans  la  supposition  con- 
traire, on  ne  fasse  i  négatif  et  6  =  o. 

Examinons,  d'après  ces  calculs,  les  conditions  que  quelques  géo- 
mètres ont  exigées  dans  la  recherche  de  la  figure  des  planètes  et  les 
raisons  sur  lesquelles  ils  se  sont  fondés. 
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Si  Ton  conçoit  que  le  fluide  supposé  en  équilibre  sur  un  sphéroïde 
elliptique  prend  instantanément  une  figure  de  révolution  infiniment 
peu  différente  de  la  première,  de  manière  que  le  rayon  du  sphéroïde 
fluide  soit  augmenté  de  la  quantité  tiy^  il  est  aisé  de  voir,  par  les 
articles  V  et  XXII,  qu'il  en  résultera  dans  le  sens  du  méridien  une 

force  tangentielle  égale  à  "5"^  "•"  3â^5  ^^^^^  ioro^t  tend  à  éloigner 

le  fluide  du  pôle  si  elle  est  positive  ou  à  l'en  rapprocher  si  elle  est 
négative.  Imaginons  maintenant  que  la  figure  du  fluide  reste  ellip- 
tique et  que  son  centre  coïncide  toujours  avec  celui  du  sphéroïde; 
l'expression  de  y  sera  de  cette  forme/?  n-p^*^  sin^ô,  et  cette  figure  sera 
plus  ou  moins  aplatie  que  dans  le  cas  de  l'équilibre,  suivant  que /i^*^ 
sera  positif  ou  négatif;  or  on  a,  par  l'article  XXIII, 

cjf*^  étant  égal  à  f  ir/^^^^A,  ce  qui  donne 

ày      à\^  .  (         3A  \    ...  .    .       . 

Cela  posé,  on  a  exigé,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre,  que  la  force 

—  ig{  I  —  g^^  j/?f*^sinO  cosG  soit  dirigée  vers  les  pôles  ou  vers  l'équa- 

teur,  suivant  que  la  ligne  du  fluide  est  plus  ou  moins  aplatie  que  dans 
le  cas  de  l'équilibre,  afin  d'allonger  cette  figure  dans  le  premier  cas  et 
de  l'aplatir  dans  le  second;  or  cette  condition  suppose  visiblement  que 

—  ig{  I  —  5Â(T))/'^*^  ^^^  ^'^'^  signe  différent  de/?^*'  et,  par  conséquent, 

que  I  —  ^^^y  est  une  quantité  positive  ou.  ce  qui  revient  au  même, 

quel'onaA<|Af'^ 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  raisonnement  ne  s'étend  qu'au  cas  parti- 
culier où  l'ébranlement  primitif  a  conservé  au  fluide  la  figure  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  dont  le  centre  coïncide  avec  celui  de  la  pla- 
nète et  que,  dans  ce  cas  même,  il  suppose  que,  durant  les  oscillations 
du  fluide,  cette  figure  reste  constamment  elliptique,  ce  qui  n'a  lieu. 
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par  ce  qui  précède,  que  dans  la  supposition  où  la  profondeur  du  fluide 
est  telle  que 


an 


^^('-5^)' 


on  ne  peut  donc  en  conclure,  généralement,  que  l'équilibre  sera  ferme 
toutes  les  fois  que  l'on  aura  3A  <  5 A^*^  et  qu'il  ne  sera  ferme  que  dans 
cette  hypothèse  de  densité.  Ce  n'est  qu'en  ayant  égard  au  mouvement 
du  fluide  et  non  point  à  la  nature  de  la  force  tangentielle  qui  l'anime 
à  rorigine  du  mouvement  que  l'on  peut  prononcer  sur  la  stabilité  de 
l'équilibre.  Un  état  d'équilibre  ferme  absolu  est  celui  dans  lequel  le 
fluide  ne  pourrait  faire  que  des  oscillations  infiniment  petites,  en  le 
supposant  infiniment  peu  dérangé  de  cet  état  d'une  manière  quel- 
conque; cela  posé,  la  condition  de  3A<5A^*^  est  bien  éloignée  de 
donner  un  équilibre  ferme,  car  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  fait 
voir  ci-dessus  que,  dans  la  supposition  de  A>  A^*\  il  y  a  une  infinité 
de  manières  d'ébranler  le  fluide  dans  lesquelles  il  cessera  de  faire 
des  oscillations  infiniment  petites,  quoique  la  condition  de  3A<  5A^*^ 
puisse  être  remplie.  Au  lieu  de  la  condition  de  3A<5A^'^  on  pour- 
rait choisir  celle  de  A  <  A^*^  et  alors  la  condition  générale  de 

3A<(ar4-i)At*), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment,  serait  satisfaite;  mais,  comme 
cette  condition  elle-même  ne  s'étend  qu'à  une  espèce  particulière 
d'ébranlements  primitifs,  il  ne  suit  pas  de  ce  qu'elle  est  remplie  que 
Téquilibre  est  ferme  dans  tous  les  cas  possibles.  Il  parait  même  extrê- 
mement vraisemblable  que,  quelques  hypothèses  que  l'on  fasse  sur  la 
profondeur  et  sur  la  densité  du  fluide,  il  y  a  toujours  une  infinité  de 
manières  de  l'ébranler  infiniment  peu,  dans  lesquelles  il  cessera  de 
faire  des  oscillations  infiniment  petites;  de  là,  on  peut,  ce  me  semble, 
conclure  que  la  condition  de  3A<  5A^*)  est  illusoire  dans  la  recherche 
de  la  figure  des  planètes;  on  peut  même  dire  généralement  que,  dans 
cette  recherche,  la  considération  de  la  stabilité  de  l'équilibre  est  inu- 
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tile,  puisqu'il  n'y  a  point  vraisemblablement  d'équilibre  ferme  absolu 
ot  que  la  stabilité  est  toujours  relative  à  la  nature  de  l'ébranlement 
primitif. 

XXIX. 

De  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  natation  de  l'axe  de  la  Terre,  qui 
résidtent  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  et 
sur  les  eaux  qui  le  recouvrent. 

J'ai  déjà  remarqué  (art.  Il)  qu'il  ne  suffisait  pas,  dans  les  recherches 
sur  la  précession  des  équinoxes,  d'avoir  égard  à  Faction  du  Soleil  et  de 
la  Lune  sur  la  partie  solide  de  la  Terre,  et  que  les  eaux  qui  la  recou- 
vrent, agitées  par  les  attractions  de  ces  deux  astres,  pouvaient  influer 
très  sensiblement  sur  ce  phénomène;  je  me  propose  ici  de  soumettre 
cette  influence  à  un  calcul  rigoureux  et  de  donner  ainsi  à  la  théorie  de 
la  précession  des  équinoxes  un  nouveau  degré  d'exactitude  d'autant 
plus  nécessaire  que  tous  ceux  qui,  jusqu'à  présent,  se  sont  occupés  de 
cet  objet,  ont  pensé  que  la  réaction  des  eaux  ne  peut  occasionner 
aucun  changement  dans  la  position  de  l'axe  terrestre.  En  supposant 
que  la  Terre  est  un  solide  quelconque  de  révolution  recouvert  par  la 
mer  et  divisé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur,  je 
fais  voir  que  les  lois  de  la  précession  et  de  la  nutation  sont  constam- 
ment les  mêmes,  quelques  hypothèses  que  l'on  fasse 'd'ailleurs  sur  la 
figure  et  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  et  sur  la  pro- 
fondeur et  la  densité  de  la  mer,  en  sorte  que  ces  différentes  hypothèses 
ne  peuvent  que  changer  les  quantités  absolues  de  la  précession  et  de 
la  nutation.  En  considérant  ensuite  l'hypothèse  adoptée  jusqu'ici  sur 
la  figure  de  la  Terre,  et  suivant  laquelle  cette  planète  est  un  ellipsoïde 
de  révolution,  je  parviens  à  représenter  la  précession  des  équinoxes  et 
la  nutation  de  l'axe  terrestre  par  deux  formules  très  simples,  qui,  en  y 
faisant  évanouir  certaines  quantités,  rentrent  dans  les  formules  con- 
nues, mais  qui,  lorsque  ces  mêmes  quantités  ne  sont  pas  nulles,  en 
peuvent  tellement  différer,  qu'elles  ne  donnent  ni  précession  ni  nuta- 
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tioft^dans  Qfie  infinité  do  cas  où  l'ane  et  Tautre  seraient  très  considé- 
fables^Mt^on  n'avait  aucun  égard  à  la  réaction  de  la  mer.  Tobserve 
ensuite  que»  dans  la  supposition  où  la  mer  a  partout  la  même  profon- 
deur, supposition  qui,  comme  nous  Tavons  vu  précédemment,  a  lieu 
à  très  peu  près  dans  la  Nature,  la  réaction  de  ses  eaux  n'a  aucune  in- 
fluence kifrle  phénomène  de  la  précession;  mais  je  fais  voir  en  même 
temps  que  Mtte  réaction  serait  très  sensible  dans  la  théorie  ordinaire 
du  flux  et  du  reflux,  en  sorte  que,  si  la  densité  de  la  mer  était  égale  à  la 
densité  du  sphéroïde  terrestre  supposé  homogène,  il  n'y  aurait  alors 
nî'prtiiesëion  ni  Autatiôn;  d*où  je  tire  cette  conséquence  singulière, 
Mvoir  que  si'  Newton  eût  adopté,  dans  sa  solution  tlu  problème  de  la 
]^k^e&dik)ti  'dés  équinoxes,  les  résultats  de  sa  théorie  du  flux  et  du 
IrtttAlt  dé  fa  'mei!'  et  de  la  figure  de  la  Terre,  ce  grand  géomètre  aurait 
tèotrt*  la  précessîon  nulle  en  résolvant  exactement  ce  problème.  Enfin 
jt  démontré  qu'il  est  impossible  de  concilier  les  observations  de  la 
ptëcession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre  avec  Thy- 
pôthèisé  où  le  sphéroïde  recouvert  par  les  eaux  est  un  ellipsoïde  de 
révolution.  M.  d'Alembert  a  déjà  fait  une  remarque  semblable  pour  le 
bas  où  la  Terre  est  entièrement  solide  (voir  le  Chapitre  IX  de  ses  excel- 
lentes Recherches  sur  la  précession  des  équinoxes);  il  croit  cependant 
que  Ton  peut  concilier  ces  deux  choses  en  supposant  le  sphéroïde  ter- 
restre recouvert  d'un  fluide  de  profondeur  variable,  et  cela  serait  pos- 
sible,  si,  comme  le  prétend  cet  illustre  auteur,  dans  la  détermination 
deidimôiivements  de  Taxe  de  la  Terre,  il  ne  fallait  point  avoir  égard  à  la 
rèaitïii>ft  dé  la  partie  fluide;  mais,  en  la  faisant  entrer,  comme  cela  est 
indispensable,  dans  le  calcul  de  la  précession  des  équinoxes,  il  arrive 
(fOé  l'équation,  qui  montre  l'impossibilité  de  concilier  les  observations 
de'ee  phénômfeiie  avec  les  mesures  des  degrés  terrestres,  est  précisé- 
ment ta  même  lorsque  la  Terre  est  entièrement  solide  ou  lorsqu'elle 
est  recouverte  d'un  fluide.  Si  l'on  joint  à  cette  impossibilité  celle  où 
Ton  eUttl^asisujettir  a  une  même  figure  elliptique  les  degrés  du  méri- 
dien ittei^urés  à  difiiërentes  latitudes;  si,  de  plus,  on  considère  que,  sui- 
viht  lés  observations  faites  nouvellement  dans  les  montagnes  d'Ecosse^ 

Qffwfvt  </«  X.  —  IX.  3i 
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les  eaux  de  l'Océan»  dont  la  plus  grande  partie  de  la  surfape  du  globe 
est  recouverte,  sont  d'une  densité  moindre  que  sa  densité  moyenne,  et 
que  certaines  parties  des  continents  sont  fort  élevées  au-dessus  du  ni- 
veau de  la  mer,  il  est  impossible  de  se  refuser  à  croire  que  si  la  Terre 
a  été  primitivement  elliptique,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer, 
elle  a  dû  éprouver  de  grandes  révolutions  qui  ont  très  sensiblement 
altéré  sa  figure,  ce  qui  d'ailleurs  est  indiqué  par  un  grand  nombre 
d'observations  d'Histoire  naturelle  ;  mais,  a  travers  toutes  les  irrégu- 
larités que  ces  révolutions  ont  occasionnées  à  sa  surface,  on  démêle 
encore,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  les  traits  d'une  figure  régulière  et 
conforme  à  la  théerie,  car  les  points  équinoxiaux  ont  un  mouvement 

m 

rétrograde  tel  que  l'exige  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre,  et  les 
degrés  du  méridien  vont  en  augmentant  ainsi  que  la  pesanteur  de 
Téquateur  aux  pôles. 

Soient  G  le  centre  de  la  Terre  {fig.  i);  CA  un  de  ses  principaux  axes 
de  rotation  autour  duquel  elle  tourne  à  très  peu  près,  et  que  nous  regar- 


derons comme  l'axe  commun  à  tous  les  méridiens;  CF  la  projection  de 
cet  axe  sur  un  plan  fixe  que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique  ; 
A  le  pôle  boréal;  TGZ  la  ligne  des  équinoxes  ou  l'intersection  du  plan 
de  l'équateur  terrestre  avec  celui  de  l'écliptique;  Z  l'équinoxe  du  prin- 
temps et  T  celui  d'automne;  CO  une  droite  invariable  prise  sur  le  plan 
de  l'écliptique;  que  l'on  nomme  e  l'angle  ACF  qui  est  visiblement  le 
complément  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  f'  l'angle  OCZ  et  p  la  dis- 
tance à  l'équinoxe  du  printemps  d'un  méridien  pris  à  volonté,  et 
que  nous  regarderons  «omme  premier  méridien ,  cette  distance  étant 
comptée  sur  l'équateur  suivant  l'ordre  des  signes;  que  l'on  nomme 
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ensuite  ^9  ^\  v|;'%  ...  les  différentes  forces  dont  le  sphéroïde  terrestre 
est  animé»  et  £/X,  dX\  dX"^  ...  les  petits  espaces  que  les  différents 
points  auxquels  elles  sont  appliquées  parcourent  dans  les  directions  de 
ces  forces,  en  vertu  des  variations  de  e,  f'  et  p  ;  que  Ton  désigne  enfin 
par  R  la  densité  de  la  couche  du  sphéroïde  terrestre  dont  le  demi  petit 
axe  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  demi-axe  perpendiculaire  au  plan 
de  l'équateur  est  r,  R  étant  une  fonction  quelconque  de  r;  et  par  H  l'in- 
tégrale 

Air  r  Rr*rfr, 

ic  exprimant  toujours  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon,  le 
demi  petit  axe  du  sphéroïde  terrestre  étant  supposé  égal  à  l'unité.  Cela 
posé,  si,  dans  les  équations  générales  du  mouvement  d'un  corps  de 
figure  quelconque,  auxquelles  M.  de  la  Grange  est  parvenu  dans  son 
excellente  pièce  sur  la  libration  de  la  Lune,  on  suppose,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  Terre,  que  ce  corps  est  très  peu  différent  d'une  sphère,  on 
en  tirera  facilement  les  trois  suivantes 

.d'k        t,dV       .jfdV  „d(dp-\- sine  do') 

l'élément  dt  du  temps  étant  supposé  constant.  La  recherche  des  mou- 
vements du  sphéroïde  terrestre  autour  de  son  centre  d'inertie  se 
réduit  donc  à  déterminer  exactement,  et  sans  rien  omettre,  les  forces 
^f  ^'f  4^'',  ...  et  à  intégrer  ensuite  les  trois  équations  précédentes. 

XXX. 

Toutes  les  forces  dont  la  partie  solide  de  la  Terre  est  animée  peuvent 
se  réduire  aux  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  à  la  réaction  du 
fluide  qui  la  recouvre;  or  le  fluide  qui  recouvre  un  sphéroïde  ne  peut 
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en  déranger  la  position  que  par  l'attraction  de  ses  molécules  et  par  sa 
pression  sur  sa  surface;  c'est  dans  la  détermination  de  ces  deux  forces 
que  consiste  la  principale  difficulté  du  problème,  mais  elle  peut  être 
extrêmement  simplifiée  par  la  considération  suivante. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  connaître  les  mouve- 
ments du  sphéroïde  autour  de  son  centre  d'inertie;  nous  ne  devons 
donc  considérer  que  les  forces  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  ce 
centre,  en  sorte  que,  dans  le  calcul  de  l'attraction  et  de  la  pression  du 
fluide,  il  suffit  d'avoir  égard  au  petit  changement  que  produit  dans  sa 
figure  l'action  de  l'astre  qui  l'attire,  puisque  sans  cette  action  le  fluide 
aurait  été  en  équilibre  sur  le  sphéroïde  et  n'aurait  dans  cet  état  oc- 
casionné aucun  mouvement  dans  son  axe.  Il  suit  de  là  que  cette 
attraction  et  cette  pression  sont  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles 
d'un  sphéroïde  fluide  dont  le  rayon  est  i  -f-  aj,  moins  celles  d'une 
sphère  de  même  densité,  et  dont  le  rayon  est  i,  ce  qui  réduit  la  ques- 
tion à  déterminer  l'attraction  et  la  pression  d^un  sphéroïde  dont  le 
rayon  est  i  -f-  ay,  en  ne  conservant  dans  le  résultat  que  les  termes  mul- 
tipliés par  a;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  considérer  ici  tous  les 
termes  de  l'expression  de  j  :  il  n'y  a  d'utile  que  la  partie  Y  de  cette  ex- 
pression qui  dépend  des  termes  de  la  seconde  classe,  que  nous  avons 
discutée  dans  l'article  XXVI  et  que  nous  sommes  parvenus  à  déter- 
miner dans  le  cas  où  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  Pour  le 
faire  voir,  reprenons  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'article  XXII,  et 
nommons  Y,  w,  U,  B'  et  C  les  parties  des  expressions  de  j,  a,  i^,  B  et 
C  qui  répondent  au  terme 

aK  sinv  cosv  sind  cos0  cos(/i^  -h  cj  —  <p) 

de  l'expression  de  R,  et  Y',  m',  U',  B"  et  C"  les  parties  des  expressions 
de  ces  mêmes  quantités  qui  répondent  aux  termes 

K  cos*0  cos'v  -h  |K  8in*ô sin*v  -+-  JK  sin'0  sin*v  cos(2nt  -h  acj  —  a  9) 

de  l'expression  de  R;  nous  aurons  les  deux  systèmes  suivants  d'équa- 
tions : 
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Premier  système. 


Y—         /     d,uys\nB       .    dU 

(Pu  dV    .     ^  r» 

__a„_s,necos9 

=  — ^-^  -+-  B'A-f-  aKcosaSsinv  cosvcos(n£  +  bj  —  9), 

^U   .  ,^  du  .    ^       ^ 

a^'  dt 

/)Y 
=  — ^:^i  -^C'AsineH-Ksinaâsînvcosvsin(o  —  /i^  — cr), 

Second  système» 
l    d.  «'y  sine  dU' 


sin0        (^ô  '  ^ 


-j-z —  2/i-3-sinocos0 

dt^  at 


dY' 

=  —  ^-^  H-  B^A  H-  K  sinQÔ[{  sin'v  —  cos*v  -+-  {  sin'v  cos{2nt  +  acj  —  29)], 

-3:5- sin*  ô -+- a /i -rr  sin  9  cos  Ô 
a^*  dt 

d\' 

=  — fi'-r—  -f-C''Asin0-+-K8in*vsin*6sin(a9  —  a/i/-—  acj). 

L'attraction  et  la  pression  d'un  sphéroïde»  dont  le  rayon  est  i  -f-  aj, 
sont,  en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  oc,  les  mêmes  que 
celles  de  deux  sphéroïdes  de  même  densité,  dont  les  rayons  sont 
i-H  «Y  et  I  +  aY'.  Cela  posé,  imaginons  deux  astres  dont  les  masses 
soient  chacune  la  moitié  de  celle  de  l'astre  S,  et  qui  se  meuvent,  de  la 
même  manière  que  cet  astre,  des  deux  côtés  opposés  de  l'axe  de  la 
Terre,  aux  mêmes  distances  que  lui  du  centre  de  cette  planète  et  du 
plan  de  Téquateur,  mais  dont  le  premier  soit  constamment  k  180^  de 
distance  en  longitude  du  second;  il  est  clair  que  l'on  aura,  pour  déter- 
miner les  oscillations  du  fluide  qui  résultent  de  l'action  de  ces  deux 
astres,  le  second  système  d'équations,  parce  que  le  terme 

K  sinv  cosv  sind  cosd  cos(/tf  +  eu  —  9) 


ikê  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

de  l'expression  de  R,  que  produit  rattraction  de  l'un  de  ces  astres, 
étant  détruit  par  un  terme  semblable,  mais  affecté  d'un  signe  con- 
traire que  l'attraction  de  l'autre  produit,  le  premier  système  d'équa- 
tions devient  inutile;  or  ces  deux  astres,  étant  semblablement  placés 
des  deux  côtés  opposés  de  l'axe  terrestre,  agiront  de  la  même  manière 
sur  l'Océan  et  lui  donneront  une  figure  telle  que  la  résultante  de  son 
attraction  et  de  sa  pression  passera  par  le  centre  de  la  Terre  et  ne  cau- 
sera aucun  dérangement  dans  la  position  de  son  axe.  Il  suit  de  là  que 
nous  pouvons  négliger  ici  la  pression  et  l'attraction  du  sphéroïde  dont 
le  rayon  est  i  -h  aY'  et  ne  considérer  que  celles  du  sphéroïde  dont  le 
rayon  est  i-h  aY. 

II  résulte  de  l'article  XXVI  que,  dans  le  cas  de  la  nature,  où  le  mou- 
vement de  l'astre  dans  son  orbite  est  très  lent  relativement  au  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Terre,  la  valeur  de  Y  est  de  cette  forme 

Y  =  Kfx  sin 6  cos9  sinv  cosv  cos(nt  h-  cj  —  9). 

Si  l'on  suppose,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite,  que  le  sphé- 
roïde terrestre  est  partagé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  le 
plan  de  l'équateur,  (x  sera  fonction  de  cos'ô,  c'est-à-dire  une  fonction 
telle  qu'elle  reste  la  même,  quels  que  soient  les  signes  de  sinO  et  de 
cosO;  car  il  est  clair  que  la  valeur  de  Y,  relative  à  une  molécule  située 
semblablement  que  la  molécule  M  de  l'autre  côté  de  l'équateur,  est 
égale  à  ce  que  devient  cette  même  valeur  pour  la  molécule  M,  lorsque 
la  déclinaison  de  l'astre  change  de  signe,  et  de  boréale,  par  exemple, 
devient  australe;  d'où  il  suit  que  l'expression  de  Y  doit  rester  la 
même,  soit  que  l'on  y  change  v  en  180  —  v  ou  0  en  180  —  6.  Le  pre- 
mier de  ces  deux  changements  se  réduit  à  conserver  le  signe  de  sinv 
et  à  changer  celui  de  cosv;  le  second  se  réduit  à  conserver  le  signe  de 
sinO  et  à  changer  celui  de  cosO.  Soit  [x'  ce  que  devient  |x  par  ce  der- 
nier changement,  on  aura  donc 

—  KjjL  sinvcosvsin9cos9cos(n/  +  iiT— -9) 
=  —  K/x'  sinv  cosv  sind  cosd  cos  (n^  -f-w  —  9), 
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ce  qui  dopne  (x  =  (x%  en  sorte  que  (x  ne  change  point  en  y  changeant 
le  signe  de  cosO.  Pareillement,  la  valeur  de  Y,  relative  à  une  molé- 
cule située  sur  le  même  parallèle  que  la  molécule  M,  mais  distante  de 
celle-ci  de  i8o^  en  longitude»  est  égale  à  ce  que  devient  cette  même 
valeur  pour  la  molécule  M  lorsque  la  longitude  de  l'astre  eçt  aug- 
mentée de  i8o®;  d'où  il  suit  que  l'expression  de  Y^  doit  rester  la 
même,  soit  que  l'on  y  change  ç  en  1 80  -h  ç  ou  6  en  —  0.  Le  premier  de 
ces  deux  changements  se  réduit  à  changer  le  signe  de  cos(nt  -+-  ct  —  ç), 
le  second  se  réduit  à  conserver  le  signe  de  cosO  et  à  changer  celui  de 
sinO;  soit  [jL|  ce  que  devient  fx  par  ce  changement,  on  aura 

—  KfjL  sinvcosvsin0cos0cos(/i^4-ïïT~cp) 
=  —  K/xj  sinv  cosv  sind  cosd  cos(/i/  -h  gj  —  cp), 

ce  qui  donne  [ji  =  [jL|  ,  en  sorte  que  [l  ne  change  point  en  y  changeant 
le  signe  de  sinO;  cette •  fonction  reste  donc  constamment  la  même, 
quels  que  soient  les  signes  de  sinO  et  de  cos6. 

Il  s'agit  présentement  de  déterminer  l'attraction  et  la  pression  d'un 
sphéroïde  fluide  dont  la  densité  est  A  et  le  rayon 

1  +  «Kfx  sin  S  cosd  sinv  cosv  cos{nt  -h  ni  —  9 ), 

en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  a.  La  pression  est 
facile  à  conclure  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  XX, 
car,  si  l'on  nomme  OLp'  cette  pression,  il  résulte  de  l'article  cité  que 

aj9'=aA^Kfxsin0cos0sinvcosvcos(nf -hcj  —  cp). 

Pour  déterminer  ensuite  l'attraction  du  même  sphéroïde,  regardons 
pour  un  moment  comme  premier  méridien  celui  dans  lequel  l'astre  se 
trouve;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  l'angle  /i/  +  a  —  ç  exprimera  la 
longitude  de  la  molécule  fluide  1M[.  Soit  ALB  (fig.  2)  le  plan  de  ce 
méridien  qui  partage  évidemment  le  sphéroïde  en  deux  parties  égales 
et  semblables;  soient  encore  ACB  l'axe  du  sphéroïde  et  G  son  centre 
d'inertie.  Le  rayon  mené  de  ce  centre  a  un  point  quelconque  R  de  la 
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surface,  dont  la  longitude  est  or',  et  pour  lequel  Tangle  RCA  =  0',  sera 

I  H-  aKfjL' sinô' cos9'  sinv  cosv  cose', 

[*/  étant  pareille  fonction  de  G'  que  (x  Test  de  0.  Cherchons  maintenant 
Tattraction  du  sphéroïde  sur  un  point  quelconque  N  pris  dans  son 
intérieur,  dont  la  longitude  est  ct,  et  pour  lequel  Tangle  NCA  =  0  et 
le  ravon  CN  =  5. 

Soit  tirée  la  droite  CL  perpendiculairement  à  CA  dans  le  méridien  de 
Tastre,  et  par  le  point  N  soit  mené  le  plan  aN6  parallèle  au  plan  ALB; 


du  point  C  soit  élevée  la  perpendiculaire  Ce  à  ces  deux  plans,  et  par 
les  points  c  et  N  soient  menées  la  droite  cNI,  la  droite  ca  parallèle  à 
CA,  et  les  deux  droites  cl  et  ('NK  parallèles  à  CL;  soit  encore  Z  la  pro- 
jection du  point  R  sur  le  plan  aNft,  et,  ayant  élevé  NQ  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  soient  nommés  p  l'angle  RNQ,  q  l'angle  ZNK,  r  la 
droite  NR  et  r'  le  prolongement  de  cette  droite  jusqu'à  son  autre 
point  R'  de  sortie  du  sphéroïde.  Cela  posé,  considérons  les  deux  pyra- 
mides infiniment  petites  opposées,  qui  ont  leurs  sommets  au  point  N 
et  dont  les  bases,  situées  aux  points  R  et  R'  de  la  surface  du  sphéroïde, 
sont  formées  par  les  variations  infiniment  petites  de  p  et  de  q;  il  est 
aisé  de  voir,  par  Tarticle  I,  que  les  sections  de  ces  pyramides,  faites 
en  R  et  R'  perpendiculairement  aux  droites  r  et  r\  sont 

r'  sin/>  dp  dq    et    r'*  sin/?  dp  dq^ 
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et,  comme  ces  pyramides  agissent  en  sens  contraire»  il  en  résulte 
(art.  I)  une  seule  action  de  N  vers  R  égale  à 

{r  --  r*)  sinp dp  dq. 

Si  Ton  décompose  cette  action  en  trois  autres»  la  première  suivant  NK 
ou  parallèlement  à  CL»  la  seconde  suivant  Ne  et  la  troisième  suivant 
NQ  ou  perpendiculairement  au  plan  ALB»  on  aura  pour  la  première 

,  fv   .  ,    sinZNI    .     , 

(r-~r)8in'p   .    -.^.  dpdq; 

or  on  a 

sinZNI  =  8in(KNI-9), 

partant 

sinZNI  cosKNI  Np 

smKNl  ^  ^  smKNl  ^  ^  ce  ' 

mais  on  a 

ci^  =  s  cos  ô,        N  p  =  ^  sin  0  cos  w  ; 

donc 

Np  __  sinOcostsT  sinZNI  _  co80  cos  y  —  sinO  coscr  sing 

cv  ~"      cosô  sinKNI  ~~  cos0 

On  aura  ainsi  pour  la  force»  suivant  NK» 

,  ,x   .  •    cosOcosûT  — sinôcoscTsin^   ,     . 

^  '       ^  cosô  '^    ^ 

Quant  aux  deux  autres  forces»  il  est  inutile  d'y  avoir  égard»  car  : 
i^  Faction  du  sphéroïde  entier  sur  le  point  N»  suivant  NQ,  est  détruite 
par  Faction  du  même  sphéroïde  sur  un  point  N'  semblablement  placé 
que  le  point  N  de  l'autre  côté  du  plan  ALB;  2^  la  résultante  des  deux 
actions  réunies  du  sphéroïde  sur  les  points  N  et  N'  parallèlement  à  Ne» 
c'est-à-dire  parallèlement  à  la  projection  de  NC  sur  le  plan  ALB»  passe 
par  le  centre  C  et  n'influe»  par  conséquent»  en  aucune  manière  sur  les 
mouvements  du  sphéroïde  autour  de  son  centre  d'inertie. 

L'action  entière  du  sphéroïde  sur  le  point  N  parallèlement  à  CL  est 

X^  /**/          /s   .  •    cosôcosflp  — sinôcoscjsin^  ,    . 
Jf    (r-r')s.nV ^-^q ^-dpdg. 

OKui^ret  dW  L.  --  IX.  3a 


N. 
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Pour  exécuter  cette  double  intégration,  il  faut  connaître  r  et  r'  en 
fonctions  de/?  et  de  y;  nous  observerons  pour  cela  que  la  distance  RZ 
du  point  R  au  plan  aN6  est  rcos/?,  et  que  la  distance  du  plan  aN6  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  du  point  N  au  plan  ALB  est  ^sinôsincr;  par- 
tant, la  distance  RZ'  du  point  R  au  plan  ALB  est  jsinOsincr-hrcos/?; 
la  distance  du  point  Z  à  la  droite  ca  est  rsin/^cosy-h^sinOcoso,  et  sa 
distance  à  la  droite  cl  est  ^cosO  -h  rsinp^inq;  ce  sont  aussi  les  dis- 
tances du  point  Z'  aux  droites  GA  et  CL.  On  aura  ainsi 

CR'  =  (5  sin  0  sin  Bj  -H  r  ces/? )*  4-  (5  sin  0  cosgj  •+■  r  sin/?  cos ^)* 

H-  (5cos0-hrsin/?sin9)* 

=  r'  -H  5* -h  25r[sin0  siniij  cos/?  -h  sind  costst  sin/>  cosg  -h  cos6  sin/?  sin^]. 
Or  on  a,  en  iiégligeant  les  quantités  de  Tordre  a*, 

CR'=  1 4-  aaKfx'  sinv  cosv  sin0'  cos0'  cosbt'; 

en  comparant  donc  ces  deux  valeurs  de  CR*  et  faisant,  pour  abréger, 

M  =  sin 9  sine  cos/>  -h  sin B  cosgj sin/>  cosç  4-  cosd  sin/>  sing, 
on  aura 

ri= — 5M  dr  \/i  —  5*4-  s-M'4-  aaKfx'  sinv  cosv  sin  6' ces  0'  coscr', 

partant 

„  .    / r rïîï_i_  aKu' sinv  cosv  sinô'cosô'cosBï' 

cosO'  est,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a,  égal  à  la  distance 
du  point  Z'  à  la  droite  CL,  et  sinô'cosn'  est  égal  à  la  distance  de  ce 
même  point  à  Taxe  CA,  ce  qui  donne 

ces  B'-=zs  cos  5  4-  r  sin/?  sin  q 

=  s  cos 0  —  5M  sin/?  sin^  ±  sin/>  sin^  v^i  —  5"4-5*M*, 

sin  9'  cosTiT'=:  5  sind  coâGT  4-  r  sïnp  cosq 

=:  5  sin 9  coscT  —  sM  sïnp  cosq  ±  sïnp  cosg^i  — 5*4-5*M*. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  quantités  multipliées  par  a  de  Tex- 
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pression  précédente  de  r,  on  observera  que,  si  Ton  prend  le  radical 
avec  le  signe  +,  on  aura  la  valeur  de  r,  et  que  si  on  le  prend  avec  le 
signe  —,  on  aura  la  valeur  de  —  r';  d'où  l'on  tirera  facilement 

IscosO  sïnpcosg 
-hssinO cosTij  sinp sin  g 
—   a^Msin*/>sin7C0S^ 

15*  sind  cosd  cosGJ  —  5'M  sin  9  cosiît  sinp  sing 
—  5'M  cosOsinp  cosûr 

sin*/7  sin^  cos^  (i  —  5*  -h  25*M') 


'(X  étant  ce  que  devient  (x'  lorsqu'on  y  substitue 

s  COS0  —  5M  sinp  sing  -h  sinp  sin^v^i  — 5*-i-5*M" 

au  lieu  de  cosO%  et  *'(x  étant  ce  que  devient  cette  même  quantité  lors- 
qu'on y  substitue 

s  cos  6  —  5M  sin/?  sin  7  —  sinp  sin  g  y/i  — 5'-f-5'M* 

au  lieu  de  cosô'. 

On  peut  extrêmement  simplifier  le  calcul  de  la  double  intégration 
de  la  différentielle 

,.    .  ,    cosOcosû^  — sin^cosBJsin^  ,     , 

(r  —  r)  sin^p ^ dp  dg 

^  '        '^  cosô  '^    ^ 

par  les  considérations  suivantes  : 

I®  On  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  Vcospâpàq^  V  étant 
fonction  de  sin  9,  cos'^,  sin/?  et  cos^p,  parce  que  ces  termes  étant  les 
mêmes  avec  des  signes  contraires  lorsque  p  se  change  en  180^^/7,  il 

est  clair  que  l'intégrale  entière  /    ?'cosp  dp  doit  être  nulle  ;  par  la 

même  raison,  on  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  Qcosg  dp  dg, 
Q  étant  fonction  de  sinp,  cos/?,  sin  9  et  cos' 9^. 

2?  L'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  N'  semblablement  placé 
que  le  point  N,  de  l'autre  côté  du  plan  ALB,  décomposée  parallèle- 
ment à  CL,  est  la  même  que  sur  le  point  N;  en  sorte  que,  si  Ton 
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abaisse  NY  perpendiculairement  sur  CA,  la  résultante  de  ces  deux 
actions  peut  être  censée  appliquée  au  point  Y.  Cette  résultante  est  le 
double  de  la  force  dont  le  point  N  est  animé  parallèlement  à  CL;  mais 
si,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite,  au  lieu  de  la  force  parallèle  à 
CL,  on  considère  cette  résultante,  ce  qui  revient  à  doubler  l'intégrale 
précédente,  il  faudra  ne  faire  varier  6  et  cj  que  depuis  zéro  jusqu'à  ir 
dans  le  calcul  de  l'attraction  du  sphéroïde  sur  la  couche  entière  qui 
passe  par  le  point  N. 

Il  suit  de  là  que,  dans  la  double  intégrale 

JC^  r^f          i\   •  t    COS0COS7  — sinôcoscjsinflF  .    ,' 
f    j^    (r-r')sinV '-^^^ ^dpdg, 

on  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  P"cosct,  P''  étant  fonction  de 
sinô,  cosO,  sincj,  cos'ci;  car  les  forces  que  ces  termes  représentent 
sont  les  mêmes  avec  des  signes  contraires  pour  les  deux  points  de  la 
couche  qui  passe  par  le  point  N,  pour  lesquels  5  et  0  sont  les  mêmes, 
et  dont  les  longitudes  sont  u  et  180*^—  tr.  On  peut  encore  rejeter  les 
termes  de  la  forme  Q'S  Q"  étant  fonction  de  sinu,  cosct,  sinO,  cos*6, 
parce  que  les  forces  représentées  par  ces  termes  étant  les  mêmes  pour 
les  deux  points  pour  lesquels  s  et  n  sont  les  mêmes,  et  les  angles  0 
sont  8  pour  l'un  et  180®—  6  pour  l'autre,  il  est  clair  que  leur  résul- 
tante projetée  sur  le  plan  du  méridien  de  l'astre  passe  par  le  centre  C 
du  sphéroïde  ;  on  aura  donc,  en  ne  conservant  que  les  termes  multi- 
pliés par  a, 

.     ,_      _,v  _._,_  cosOcos^  — 8in6cos!îJ8in<7  ,     ,        aRPsinveosv 


r^  r^ i  i\   •  1    co8©cos^  — sinOcosBJsin^  ,     ,        a 


cosd 


P  étant  une  fonction  de  5,  sinO,  cos^O,  sinw  et  cos*ar,  c'est-à-dire  une 
fonction  telle  qu'elle  reste  la  même,  quels  que  soient  les  signes  de 
cosO  et  de  coscr.  La  quantité  précédente,  multipliée  par  la  densité  A  du 
fluide,  exprimera  la  résultante  de  l'attraction  du  sphéroïde  parallèle- 
ment à  CL,  sur  les  deux  points  N  et  N'  de  la  couche  qui  passe  par  le 
point  N. 
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Si  Ton  considère  pareillement  la  résultante  de  l'action  de  Tastre  S 
sur  les  deux  points  N  et  N',  parallèlement  à  la  droite  CL,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  à  ces  points  son  action  sur  le  centre  C  et  on  dé- 
composant ces  actions  parallèlement  aux  droites  cNI,  CL  et  perpendi- 
culairement au  plan  ALB,  on  trouvera  facilement,  en  rejetant  tout  ce 
qu'il  est  permis  de  rejeter  d'après  les  considérations  précédentes, 

^otK^sînvcosv  .      ,-.       .  ,^      ,    . 

;; (cos*6  —  sm'ôcos'cy) 

cosô 

pour  cette  résultante,  que  Ton  pourra  concevoir  encore  appliquée  au 
point  Y;  en  rajoutant  à  la  force  précédente,  on  aura 

«Ksinvcosv,-^.       ,         , ^      /     -  ma      •   \ 

T (PA  4-  4*cos'9  —  4^sm'6cos'Gj) 

cosô 

pour  la  force  entière  dont  le  point  V  est  animé  parallèlement  à  CL, 
en  vertu  des  attractions  de  Tastre  et  du  fluide  sur  les  deux  points 
N  et  N'. 

Supposons,  par  exemple,  (x  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  6, 
on  aura  [ji  =  '  |jl  =  *  y»  partant 

n'     '^z        _/^  .  •    cosôcos^  — sin0coscjsin/7  ,    , 
(r-r')8mV ^—^g ^dpdg 

sinvcosv  /*^  /** 
=  ^aK\L 2 —  /     /     sin'/?(cos6cos^  — sin6coscjsinçr)df/>€^ 

X  (5 cos9 sin/> cos<7  —  q^M  sin'p sinç cos^ 

+  ^  sind  C0SC3  sinp  sin^), 

d'où  Ton  tirera  aisément 

P  =  f  5fX7r(cos*ô  —  sin*9  cos'gj), 

en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  force  entière  appliquée  en  Y,  en  vertu  des 
attractions  de  l'astre  et  du  fluide  sur  les  points  N  et  N',  est 

4ocK« sinvcosv.,       .        .,      ,^       .  ,^       ,    ^ 
^ — T (î wfAA  -»- 1)  (cos*0  —  sm'ô cos'cj). 

eus  V 
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Reprenons  maintenant  les  équations  (V)  de  l'article  XXIX  ;  nous  pour- 
rons y  supposer 

,       «Ksinvcosv  ,-^ .       ,         «/i      /     .  .û       •    v 
vu= g (PA-+-4*cos*0  — 4*sin'0cos*!5T). 

^  COS0  \  -»  t  / 

Il  nous  reste  présentement  à  déterminer  les  petits  espaces 

que  le  point  V,  auquel  la  force  ^  est  appliquée,  parcourt  dans  la  di- 
rection de  cette  force,  en  vertu  des  variations  de  p,  ç'  et  e.  D'abord  il 
est  visible  qu'en  vertu  de  la  variation  de  p  ce  point  reste  immobile, 
puisque,  par  hypothèse,  le  sphéroïde  tourne  autour  de  l'axe  Ç»k{fig.  i) 

en  vertu  de  la  variation  de  p;  on  aura  donc  t-  =  o.  Si  l'on  nomme 

ensuite  U  la  distance  du  méridien  de  l'astre  à  l'équinoxc  d'automne, 
cette  distance  étant  comptée  sur  l'équateur  suivant  l'ordre  des  signes, 
on  aura  90  —  U  pour  l'angle  que  forme  ce  méridien  avec  celui  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptique;  cela  posé,  si  l'on  suppose  à  la 
projection  de  l'axe  AG  sur  l'écliptique  un  mouvement  angulaire  autour 
du  centre  G  et  égal  à  rfç',  le  mouvement  du  point  V  sera  visiblement 
égalà^cosOcoseâff',  et  ce  mouvement,  décomposé  suivant  la  direction 
de  la  force  ^,  sera^cosOcoserfç'cosU;  on  aura  donc 

-r-7  —  5Cos0cosecosU. 
acp' 

Pareillement,  si  l'on  suppose  l'axe  AG  décrire  autour  du  centre  C,  dans 
le  plan  du  méridien  perpendiculaire  à  l'écliptique,  l'angle  différen- 
tiel ^e,  le  mouvement  du  point  Y  sera  ^cosOefe,  et  ce  mouvement,  dé- 
composé dans  la  direction  de  la  puissance  vj;,  sera  ^cosOfifesinU;  on 
aura  ainsi 

^^  â      •      TT 

-j-=:5COS0SmU, 

dt 
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partant 

vp  -7-^  =  aKs  sinv  cosv  cosU  cose(P  A  4-  4*  cos*9  —  4*  sin'6  cos"cj), 

vp  -5-  =  aKs  sinv  cosv  sinU(P  A  +  4^  cos*0  —  4^  sin"6  cos'cr). 

Supposons  maintenant  que  le  rayon  5  de  la  couche  du  sphéroïde  ter- 
restre qui  passe  par  le  point  N  soit  r  +  y'*  ^  étant  le  demi-axe  de  cette 
couche  perpendiculaire  au  plan  de  Téquateur  et  Y  étant  une  très 
petite  fonction  de  r  et  de  cos  0'  ;  soit  encore,  comme  dans  l'article  XXIX, 
R  la  densité  de  cette  couche,  R  étant  fonction  de  r;  on  multipliera  les 

valeurs  précédentes  de  vj;  ^  et  de  4*  3-  par  la  quantité 

qui  représente  la  masse  de  la  particule  du  sphéroïde  située  au  point  N, 
et,  après  avoir  substitué  dans  ces  valeurs  r-h  y'  au  lieu  de  5,  on  inté- 
grera successivement  ces  produits  par  rapport  à  6, 17  et  r;  soit  donc 

on  aura,  pour  la  somme  des  termes  4*  t"/  '  ^'  ji^  ■  •  •  qui  résultent  des 
attractions  de  Tastre  et  du  fluide, 

aKF  sinv  cosv  cose  cosU, 

et  pour  la  somme  des  termes  ^^>  4'''J"'  ***  V^^  résultent  de  ces 
mêmes  attractions,  on  aura 

ocKF  sinv  cosv  sinU. 

On  peut  simplifier  le  calcul  de  F  en  observant  que,  si  le  sphéroïde 
était  une  sphère»  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Ton  avait  y  =  o,  on 
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aurait  F  =  o,  puisque  la  résultante  des  attractions  du  fluide  et  de 
l'astre  passerait  alors  par  le  centre  C  du  sphéroïde;  on  peut  donc 
rejeter  tous  les  termes  qui  ne  sont  point  multipliés  par  y'  ou  par  sa  dif- 
férence; de  plus,  cette  quantité  étant  extrêmement  petite,  on  peut  né- 
gliger les  termes  de  l'ordre  y'*. 

Il  faut  présentement  ajouter  aux  quantités  précédentes  celles  qui 
résultent  de  la  pression  de  la  mer  sur  la  surface  du  sphéroïde  qu*elle 
recouvre  ;  nous  avons  vu  ci-dessus  que  cette  expression  est  égale  à 

a^fxK  Asinô  cosÔ  sinv  cosv  cos(/i^  4- m  —  9)  ; 

soit  donc  i  -h  y"  le  rayon  CM  (y?^.  3)  du  sphéroïde  terrestre,  Y  étant 
une  très  petite  fonction  de  6;  la  pression  en  M  étant  perpendiculaire  à 


la  surface  de  ce  sphéroïde,  sa  direction  va  rencontrer  Taxe  GA  dans  un 
point  V,  tel  que,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  Tordre  y*"^,  on  aura 

en  concevant  donc  cette  pression  immédiatement  appliquée  au  point  Y', 
on  la  décomposera  en  trois  autres  :  la  première  perpendiculaire  au 
plan  ALB  du  méridien  de  l'astre  et  à  laquelle  il  est  inutile  d'avoir 
égard,  parce  qu'elle  est  détruite  par  une  force  semblable  qui  résulte 
de  la  pression  du  sphéroïde  sur  un  point  M' semblablement  placé  que 
le  point  M,  de  l'autre  côté  du  plan  ALB;  la  seconde  suivant  l'axe  CA, 
et  que  l'on  peut  négliger,  parce  qu'elle  passe  par  le  centre  C  du  sphé- 
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roîde;  la  troisième  enfin  parallèlement  à  CL,  et  qui  est  à  trl's  peu  près 

égale  à 

—  a  A^K(Asin'6cos(îsinvcosvcos'{/((  -i-oi  —  ç); 

nous  lui  donnons  le  signe  —,  parce  qu'elle  est  dirigée  vers  l'axe  CA 
du  sphéroïde;  en  représentant  donc  cette  force  par  il*,  on  trouvera  fort 
aisément,  par  ce  qui  précède. 


"■39' 


_,d\ 


i^   =  otAf  fiKsin9cos6^-sinvcosvsinUcos'(n(-i-nT  —  ç). 

Pour  étendre  ces  valeurs  à  toute  la  surface  du  sphéroïde,  on  les  multi- 
pliera parrfrarfSsinô  et  l'on  en  prendra  l'intégrale  depuis  n  —  o  jus- 
qu'à CT=  lit,  et  depuis  0  =  o  jusqu'à  0  =  7:;  soit  donc 


T'^Tz\g  fiis\n*9cos6^dô, 


de  la  pression  du  fluide  sur  la  surface  du  sphéroïde  terrestre. 
scKF'sinvcosvcosecosU, 

et,  pour  la  somme  des  termes  il*^-  'V  ^'  "'  l^i  résultent  de  cette 
même  pression,  on  aura 

«KFsinvcosvsinU; 

soit  — n —  =  K,  les  équations  (V)  de  l'article  XXIX  donneront 

io^rf(rfp  +  siatd(f'), 
0=:— aKEâinvc 
o  =  9(KEsïnvcos 
OKuntide  !..  —  IX. 
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XXXI. 

La  première  des  équations  (V)  donne,  en  l'intégrant, 

(3i)  dp:=:  adt  —  dff'  sine, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  cette  équation  servira  à  déterminer  p, 
lorsqu'on  connaîtra  9'  et  £  en  fonctions  du  temps  /;  pour  cela  nous 

observerons  que  -^  ne  diffère  de  n  que  de  quantités  de  l'ordre  a,  puis- 
que nous  supposons  ici  que  la  Terre  tourne  à  très  peu  près  uniformé- 
ment autour  de  l'axe  AC;  de  plus  -^  et  ^  sont  de  l'ordre  a;  la  troi- 
sième des  équations  (V)  devient  donc,  en  négligeant  les  quantités  de 

l'ordre  a^, 

o  :=  «KE  sinv  cosv  sinU  6?/*-+-  n  cos£ dtd<^' — d^e; 

d'oii  l'on  tire,  en  intégrant, 

(32)  ^  =n9'cos£ -+- y  «KEsinvcosvsinUr//, 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  aura  e,  lorsqu'on  aura  déterminé  9'. 
La  seconde  des  équations  (V)  donne 

o  —  —  «KE  sinv  cosv  cosc  cosU  dl'^  -4-  d^o'-\-  n  cose  dt  de  -*-  sine  cPp, 

et  la  première  donne 

—  é/*(p- sin*e  =1  d*p  sine, 

partant 

0=::  —  (xKE  sinv  cosv  cose  cosUe/^^ -4-  cos^ed^(p'-h  n  coseekdi; 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  de,  sa  valeur  que  donne 
l'équation  (32),  on  aura 

d'9'        ,  .         ^  r  K     .  .   .,  .^      «KE   . 

o=r  — r-^  H-  n'o  -h  a/iE  /  smvcosv sm.Ua^ smvcosvcosU: 

dt*  ^  J  cose  cose 

cette  équation  donnera  en  l'intégrant  la  valeur  de  9';  l'équation  (82) 
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donnera  ensuite  celle  de  e,  et  l'équation  (3i)  donnera  celle  de  p.  Il  est 
aisé  de  Toir  que  les  intégrales  de  ces  équations  renfermeront  en  tout 
six  constantes  arbitraires»  que  l'on  déterminera  par  les  conditions  pri- 
mitives du  mouvement  du  sphéroïde.  Pour  intégrer  ces  équations,  il 
faut  connaître  K»  sinvcosvsinU  et  sinvcosvcosU,  en  fonctions  du 
temps  /  ;  or  on  a 

et  A  est  connu  en  fonction  de  /  par  la  loi  du  mouvement  de  l'astre;  de 
plus,  il  est  visible  que  i8o®-+-U  exprime  son  ascension  droite  et 
90''--  V  sa  déclinaison.  Soient  donc  z  sa  longitude  et  q"  sa  latitude  rap- 
portées à  Técliptique;  on  tirera  facilement  des  formules  connues  de  la 
Trigonométrie,  pour  réduire  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  d'un 
astre  en  longitude  et  latitude  rapportées  à  l'écliptique, 

cosv  -=:  sine  sin^'+  coss  cosç'sins, 
sinvcosU— —  cos^'coss/ 
sinv  sinU  =  cose  sin^'—  sine  cos^'sinjs, 

partant 

sinv co8vco8U  =  — 008^' cos5(sin6Sîn^'-f-  cosecos^'sin^), 

sinv  cosv  sinU  =  (cosc  sinç'—  sine  cos^'sin^)  (sine  sin^'-h  cose  cosçr'sin^). 

Nous  supposerons  ici,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'orbite  de  l'astre 
projetée  sur  le  plan  de  l'écliptique  est  circulaire,  et  que  son  inclinai- 
son est  très  petite,  en  sorte  que,  parmi  les  termes  multipliés  par  la  tan- 
gente de  cette  inclinaison,  nous  ne  conserverons  que  ceux  qui  peuvent 
devenir  fort  grands  par  les  intégrations;  il  sera  facile  d'avoir  égard  si 
Ton  veut  aux  différentes  inégalités  du  mouvement  de  l'astre.  Suppo- 
sons conséquemment 

5  =  m/ 4- A        et       tang^'i=csin(m'^ -h  A'), 

c  représentant  la  tangente  de  l'inclinaison   moyenne   de  l'orbite  ; 
{m  —  m')t  H-  A  —  A'  exprimera  la  distance  moyenne  du  nœud  ascen- 
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dant  do  l'orbite  lunaire  h  l'équinoxe  du  printemps;  et,  comme  le 

moyen  mouvement  du  nœud  est  très  lent  relativement  à  celui  de  la 

Lune,  m —  m!  est  très  peu  considérable  par  rapport  à  m  ;  on  a  ensuite, 

à  très  peu  près, 

sin<7'— lang<7'        el        cosçr'—i. 

Cela  posé,  si  Ton  néglige  les  quantités  de  l'ordre  c^  et  que,  parmi  les 
termes  de  l'ordre  c,  on  ne  conserve  que  les  sinus  et  les  cosinus  de 
l'angle  (m  —  m')i  h-  A  —  A',  parce  qu'ils  deviennent  très  considéra- 
bles par  les  intégrations,  on  aura 

«KEsinvcosvcosL'  — j  csin£sin[(/7i  — -  m')t  h- A  —  A'] 

—  cosesin(2/w^-f-  2A)]  j, 

(xKEsinvcosv  sinU  — j  sine  cose[cos(2m/  4-  2A)  —  i] 


4-c(i—  2sin'£)cos[(m  -- m')^  -h  A  —  A']|; 

on  aura  ainsi 

1  ( — sine  H- I  )sin(2/n^  4- 2A)  H- H'— /i/sine 

1  V  2/71  / 

ci}o'         ,  ,      «KE     ^  ^ 

"*  ^     i  7(1  —  2  sin*£)  —  csme 

f     H sm[(m  —  /w')^-4- A    -  V 

H'  étant  une  constante  arbitraire  qui  résulte  de  l'intégrale 

TK  sinv  cosv  sinU  e/^; 

on  aura  donc,  en  intégrant  et  observant  que,  m  étant  très  petit  par  rap- 
port à  /î,  on  peut  négliger  m^  vis-à-vis  de  n*, 

9'=  N  sin  ni  4-  N'cosn^ 

H'— /lysine -h  (  — sine  4- 1)  sin (2/11^  4-  aA) 
«RE  1  ^ 

2w*  j ;(i  —  2sin*e)  —  csine 

4-  "H^ZJl sin[(m  ~  m')^  -h  A  -  A'] 

CCS  g  *-  ■* 
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ou,  à  très  peu  près, 

9'3=  N  sin nt  -h  Wcosnt 

iH'—  /i/sins  -t-  » — sïnesin(2mt  -h  2  A) 
2m 
ne         C0S2£     .     r,  /N*  *  A/T 

H : sinUm  —  m')t-h  A  —  A'] 
m  —  m    cose 

N  et  N'  étant  deux  constantes  arbitraires;  l'équation  (32)  donnera 
ensuite 

£  —  H"—  N  cosê  cos/t/  -H  N'cose  sin/i^ 
aKE  (    n 


in^    12m 


ne  i 

coss  cos( 2 mt  -h  2 \) rSinscosTCm  —m')t-{-  A —  A']  >, 

m  —  m  ^  ■*  J 


H"  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire;  en  substituant  ces  valeurs 
dans  Téquation  (3i),  on  en  tirera  facilement  la  valeur  de  p  en  fonction 
du  temps  /. 

Supposons  que  les  valeurs  précédentes  de  ç',  £  et  p  soient  celles  qui 
résultent  de  l'action  de  la  Lune,  on  aura  celles  qui  résultent  de  Fac- 
tion du  Soleil  en  y  supposant  c:  =  o  et  en  y  changeant  les  quantités 
relatives  à  la  Lune  dans  celles  qui  sont  relatives  au  Soleil;  soit  K'  ce 
qu'est  pour  le  Soleil  la  quantité  K  relative  à  la  Lune,  la  précession 
moyenne  des  équinoxes  sera,  en  vertu  des  actions  réunies  du  Soleil  et 
de  la  Lune, 

^(K-f-K')'n/sine, 

l'équation  la  plus  sensible  de  la  précession  sera 

aKE       ne  cos  2  £ 


2/i*    (w  —  /n')cos£ 


sin[(/n  —  m')/  -h  A  —  A'], 


et  l'équation  la  plus  sensible  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  sera 

-.  ;sm£C0s[(/n  —  m')t-\-  k  —  AH. 

a/i*   m  —  ni' 
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XXXII. 

En  comparant  les  résultats  précédents  aux  observations»  il  nous 
serait  aisé  de  faire  voir  leur  accord  avec  les  phénomènes  de  la  préces- 
sion et  de  la  nutation;  mais,  cette  comparaison  ayant  été  faite  avec 
soin  dans  plusieurs  excellents  Ouvrages,  et  principalement  dans  les 
belles  recherches  de  M.  d'Alembert  sur  cette  matière,  nous  nous  bor- 
nerons ici  k  faire  sur  nos  résultats  quelques  remarques  nouvelles,  et 
qui  auront  principalement  pour  objet  leur  différence  de  ceux  qui  sont 
déjà  connus. 

Nous  observerons  d'abord  que  la  précession  moyenne  des  équi- 
noxes,  résultante  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  n'est  pas  la  même 
dans  les  différents  siècles,  puisqu'elle  est  proportionnelle  au  cosinus 
de  l'obliquité  de  l'écliptique,  qui,  comme  l'on  sait,  n'est  pas  con- 
stante; supposons,  par  exemple,  que  dans  ce  siècle  cette  précession 
soit  de  5o"j  par  année,  et  qu'au  temps  d'Hipparque  l'obliquité  de 
l'écliptique  ait  été  de  r  minutes  plus  grande  qu'aujourd'hui,  on  trou- 
vera facilement  que,  en  vertu  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  la 
précession  moyenne  des  équinoxes  était  alors  égale  à 

5o''|~r.o%oo6355; 

la  longueur  de  l'année  tropique  était  donc,  par  cette  seule  considéra- 
tion, plus  grande  au  temps  d'Hipparque  que  de  nos  jours  d'environ 
r.o",i55;  en  sorte  que,  si  l'on  suppose,  conformément  aux  anciennes 
observations,  r  =  23,  on  aura  3"{  à  peu  près  pour  la  différence  qui  en 
résulte  entre  l'année  tropijque  moderne  et  celle  du  temps  d'Hipparque; 
or  cette  différence  n'est  point  à  négliger  dans  une  détermination 
exacte  de  la  durée  de  l'année  tropique. 

Nous  observerons  ensuite  que,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur 
de  la  mer,  pourvu  que  le  sphéroïde  qu'elle  recouvre  soit  un  solide  de 
révolution  divisé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur, 
les  lois  de  la  précession  des  équinoxes  seront  les  mêmes,  c'est-à-dire 
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que  la  précession  des  équinoxes  sera  toujours  représentée  par  un 
terme  qui  croit  uniformément  et  par  un  autre  terme  proportionnel  au 
sinus  de  la  distance  du  nœud  de  la  Lune  à  l'équinoxe,  et  que  la  nuta- 
tion  sera  toujours  représentée  par  un  terme  proportionnel  au  cosinus 
de  cette  même  distance.  Tous  ces  termes  augmenteront  ou  diminue- 
ront proportionnellement  dans  les  différentes  suppositions  sur  la  loi 
de  la  profondeur  de  la  mer  et  sur  celle  de  la  densité  des  couches  du 
sphéroïde  qu'elle  recouvre;  elles  ne  peuvent  donc  influer  que  sur  la 
valeur  absolue  des  coefficients  de  ces  termes.  Nous  allons  déterminer 
ces  coefficients  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  que  la  mer  recouvre  est  un 
ellipsoïde  de  révolution. 

Dans  ce  cas»  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  peut  être  représentée 
par  /-+-  ysin'O,  et  Ton  a,  par  l'article  XXVI, 

^      4K7SÎnvcosvsin9cosd       ,    ,  * 

Y  =  I 3^-Y cos(/i/  -h  nj  -  (p), 

en  sorte  que  la  quantité  que  nous  avons  nommée  (x  dans  l'article  XXX 
est  ici  constante  et  égale  à -, |yr ;  on  aura  donc,  par  le 

même  article  XXX  et  en  observant  que  g  ----  5'ï^A'*^ 

24 

P  — ;.--r— --^ (cos*ô  —  sin'ô  cos'cj); 


h(-â^)-7]- 


partant,  si  l'on  suppose  Y'~=  '•êsin'ô,  6  étant  une  fonction  quelconque 
très  petite  de  r,  qui  représente  l'ellipticité  de  la  couche  du  sphéroïde 
dont  le  demi  petit  axe  est  r,  on  aura 


/i» 


2  g 

V=z-    '-ItT y-, ^ i   /'Rrf./^g. 


2q 


V       5Ati)j 


Si  l'on  nomme  ensuite  g'  la  valeur  de  6  lorsque  r=  i,  ou,  ce  qui  * 
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revient  au  même,  rellipticité  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre,  on 


aura 


partant 


y'=7'sin*0, 


32  7:      ,- 


Fr.  '^ 


/  3A  \       /i*' 


on  aura  donc 


E.^ 


,,  _^ p,  _  4Ayy'-(4y-^|')/Rrf.6r- 


Si  l'on  suppose  ^  =  o,  on  aura  le  cas  dans  lequel  la  réaction  de  la 
mer  n'a  aucune  influence  sur  le  phénomène  de  la  précession  des  équi- 
noxes;  dans  ce  cas, 

E_ '/ . 
—  —       7^  » 

f  Wdr^ 

d'où  il  suit  que  la  précession  moyenne  des  équinoxes  et  la  nutation 
de  l'axe  de  la  Terre,  lorsqu'on  a  égard  a  la  réaction  des  eaux  de  la  mer, 
sont  à  cette  précession  et  k  cette  nutation,  lorsqu'on  n'y  a  aucun  égard, 
dans  le  rapport  de 

On  voit  par  là  que,  si  ^  et  A  ont  un  rapport  sensible  à  l'ellipticité  et  à 
la  densité  du  sphéroïde  terrestre,  la  précession  des  équinoxes  sera 
très  sensiblement  difTérente  dans  ces  deux  cas;  mais,  pour  mettre 
cette  difierence  dans  un  plus  grand  jour,  nous  allons  considérer  ici 
quelques  exemples  particuliers. 

Soit  9  ~  —  r=  -— ,  on  aura  F  =  o,  quelle  que  soit  la  densité  A  de 

la  mer;  et,  comme  cette  quantité  exprime  l'effet  des  attractions  de 


a 
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l'Océan,  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  il  en  résulte 
que  ces  attractions  n'ont  alors  aucune  influence  sur  la  précession  des 
équînoxes,  et  que  ce  phénomène  est  uniquement  dû  à  la  pression  de 
la  mer  sur  la  surface  du  sphéroïde  qu'elle  recouvre;  il  est  vrai  que, 
dans  ce  cas,  l'efl'et  de  cette  pression  est  indépendant  de  la  densité  A 
de  la  mer,  car  on  a 


-4"Jç' 


ioA"'7' 
SyRrfr* 


Dans  cet  exemple,  la  précession  et  la  natation  sont  à  ce  qu'elles 
seraient  si  l'on  n'avait  aucun  égard  à  la  réaction  de  la  mer  comme 
5A"Y  est  à  3  fRd.Sr*,  et,  par  conséquent,  comme  5  est  à  3  si  le 
sphéroïde  terrestre  est  homogène,  parce  qu'alors 

yRrf.6/-'  =  A"'?'. 

En-général,  dans  la  supposition  de  l'homogénéité  du  sphéroïde  ter- 
restre, on  a,  quel  que  soit  7, 


l'i^-j-Sr)] 


Si  o  =  —  -TTT, — *  '  on  a  E  =  o  ;  d'où  il  suit  que,  dans  ce  cas.  Il  n'v  a 
ni  précession  ni  nutation  dans  l'axe  de  la  Terre,  quoique  l'une  et 
l'autre  puissent  être  très  sensibles  lorsqu'on  néglige  la  réaction  de 
la  mer. 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  voir  combien  il  serait  néces- 
saire d'avoir  égard  à  cette  réaction  dans  la  théorie  de  la  précession 
des  équinoxes,  si  la  valeur  de  g  était  un  peu  considérable;  mais  nous 
.avons  observé,  dans  l'article  XXVf,  que,  pour  satisfaire  aux  observa- 
tions sur  le  peu  de  différence  qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un 
même  jour,  il  fallait  suppost 
ticité  du  sphéroïde  terrestre 
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des  eaux  de  la  mer  sur  le  sphéroïde  terrestre  n'a  qu'une  très  petite 
influence  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la  nutation  de  Taxe 
de  la  Terre.  11  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  théorie  ordinaire,  dans  laquelle 
on  suppose,  d'après  Newton,  que  les  eaux  de  la  mer  prennent  instan- 
tanément l'état  où  elles  seraient  en  équilibre  si  l'astre  qui  les  attire 
était  immobile  et  si  la  Terre  n'avait  point  de  mouvement  de  rotation; 
dans  ce  cas,  on  a,  par  l'article  XIX, 

Y=  — TX~\  sinvcosv  sinô cos9  cos{nt  -h  uj  —  9), 

en  sorte  que 


g 


V      5A<'7 


ce  qui  revient  à  faire  n  =  o  dans  l'expression  précédente  de  (x  et 
par  conséquent  aussi  dans  celle  de  E;  on  aura  donc  dans  cette  hypo- 
thèse 


E  = 


(.-^)/R*. 


Si  Ton  supposait  le  sphéroïde  terrestre  homogène,  on  aurait 

Partant,  si  la  densité  A  de  la  mer  était  égale  à  la  densité  A^*^  du  sphé- 
roïde, on  aurait  E  =  o;  il  n'y  aurait  conséquemment  ni  précession,  ni 
nutation,  quelle  que  fût  d'ailleiirs  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre. 
Ces  suppositions  de  A  =  A^'^  et  de  l'homogénéité  du  sphéroïde  ter- 
restre sont  précisément  celles  dont  Newton  a  fait  usage  dans  sa  Théorie 
du  flux  et  du  reflux  de  la  mer  et  dans  celle  de  la  figure  de  la  Terre  ; 
d'où  il  suit  que,  si  ce  géomètre  eût  adopté  les  résultats  de  ces  théories 
dans  sa  solution  du  problème  de  la  précession  des  équinoxes,  il  aurait 
trouvé  la  précession  nulle  en  résolvant  exactement  ce  problème. 
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XXXIII, 

Suivant  les  observations,  la  précession  moyenne  des  équinoxes  est, 
contre  Tordre  des  signes,  égale  à  5o''{  et  la  nutation  de  l'axe  de  la 
Terre  est  de  i8'';  en  représentant  donc  par  T  une  année  et  par  rit  le 
moyen  mouvement  du  Soleil,  on  aura 


partant,  on  aura 


Or 


à  peu  près,  et 


d*où  l'on  tirera 


on  aura  ensuite 


nTn:ii/i'T=^36oo; 
rv  n 


'^^^  (K  -4-  K')  A  36o»  =  -  5o'  1. 
2/1*     ^  '  n'  • 


-,  =  365,3 
n' 


sine  =  008  a3*»a8'i6% 


—  a z —  E  =  o.ooooooi  i  5q  : 

a/i*  '  ^' 


«KE       ne        .      _      9*' 


7  sme  =  Tr 


a  /i*   m  —  m'  1 8o 


kO 


Or  on  a 


logtr  1=0, 4971499, 
et  les  observations  donnent 


n       a7J7>»43°'  ^        ^.^  , 

—  =  — -^-; —  >         c  =  tang5<>9' 


m  it 

et 

-  =  0,0040189; 


m 

de  là,  on  tirera 

«KE  ., 

r-  =  0,00000007764, 

partant 

—^ — =ri,49a9; 
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donc 

K'  I 

-j^    -zi  0,4929  =  - 

k  peu  près,  en  sorte  que  l'effet  de  la  Lune  sur  la  précession  des  équi- 
noxes  et  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  est  double  de  celui  du  Soleil 
Si  Ton  désigne  par  S  la  masse  du  Soleil  et  par  h  sa  moyenne  dis- 
tance à  la  Terre,  on  aura,  par  la  théorie  des  forces  centrifuges, 


or 

2   A" 

On  aura  donc 

«K'       3/i''              3 

2/1»        l^n-        4(365,3)** 

partant 

(xK                     3 

2/1^       4  •  0,4929  (365,3  )*  ' 

ce  qui  donne 

K  ~        n.nnfi^i  — 

147 


à  peu  près;  or  on  a,  par  l'article  précédent, 


E  = 


donc 

(35)  ^^ y- j^ =o,oo34o5/Rrfr'. 

Il  faut  présentement  combiner  cette  équation  avec  celle  de  l'équi- 
libre du  fluide.  En  supposant,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  la 
profondeur  de  la  mer  très  petite  relativement  au  rayon  du  sphéroïde 
terrestre»  on  tirera  facilement  l'équalion  suivante  des  formules  que 
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donne  M.  Clairaut  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre  (voir  l'ar- 
ticle XXIX  de  la  seconde  Partie  de  cet  excellent  Ouvrage)  : 


5w« 


(36)      (^-h^')(io/Rrfr»-6A)--^6/Rc/.êr»-6A^'-h— -/Rrfr'. 

Nous  observerons  ici  que  TRrfr'  est  égal  à  A<'^;  soit  donc 

q"  représentant  Tellipticité  de  la  Terre  qui  résulte  de  la  mesure  des 
degrés  du  méridien;  les  équations  (35)  et  (36)  donneront,  en  élimi- 
nant y  Rrf.Sr*, 

/Rt/r* 


n« 


or 


'àg  ""  678 

partant 

/R  dr* 

(  37  )  ^'  =  0,00 1 730  -f-  0,002043  — 

y'R^r» 

Il  est  très  remarquable  que  rien  de  ce  qui  a  rapport  au  fluide  n'entre 
dans  cette  équation,  en  sorte  que  les  conséquences  auxquelles  elle  va 
donner  lieu  sont  les  mêmes  dans  l'hypothèse  où  la  Terre  est  entière- 
ment solide  et  dans  celle  où  elle  est  recouverte  d'un  fluide  d'une  pro- 
fondeur variable  et  d'une  densité  quelconque. 

Supposons  que  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  aille 
en  diminuant  du  centre  à  la  surface,  TRrfr*  sera  moindre  que  /"Rrfr*, 
car  on  a 

or,  î  étant  moindre  que  i,  et  ^fR  étant  par  hypothèse  une  quantité 
négative,  J{\  —  H)  rfR  est  négatif;  d'où  il  suit  que  l'on  a 
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Lorsque 

Téquation  (87)  donne 

"^  ~  265' 
partant,  on  a 

lorsque  les  densités  vont  en  diminuant  du  centre  à  la  surface;  si  elles 
vont  en  augmentant,  on  a 

/R^/»>/Rc/r», 
parce  que,  dans  ce  cas,  ^R  étant  une  quantité  positive,  r(i  —  r*)r*rfR 

TR  dr* 

fVidr^       5  fRr^dr 
f^dr^"^  f^r^dr 

Or,  Rr*  étant  moindre  que  Rr*  tant  que  r  est  moindre  que  l'unité,  il 

est  clair  que  ^ est  moindre  que  i;  il  est  facile  de  s'assurer,  par 

un  raisonnement  analogue,  que,  si  Ton  suppose  les  densités  alterna- 
tivement croissantes  et  décroissantes  du  centre  k  la  surface,  on  aura 
toujours 


est  positif;  mais    ^,^       est  moindre  que  ^^  car  on  a 


fti  dr* 


5 

<3 


5 

Dans  le  cas  où  cette  quantité  est  égale  a  ^9  on  trouve 


' 


9  = 


195' 


cette  fraction  doit  donc  être  regardée  comme  la  plus  grande  valeur 
dont  q''  soit  susceptible,  et  il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  serait 
encore  lAoindre  si  Ton  supposait  le  rapport  de  l'effet  de  la  Lune  &  celui 
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5 

du  Soleil  plus  grand  que  2  et  égal  à  -9  comme  M.  Daniel  Bernoulli  Ta 

conclu  de  la  comparaison  des  observations  sur  les  marées.  Si  Ton 
considère  d'ailleurs  que  les  hypothèses  les  plus  naturelles  que  l'on 
puisse  admettre  sur  la  loi  des  densités  des  différentes  couches  du 
sphéroïde  terrestre  sont  celles  de  l'homogénéité  ou  celle  des  densités 
croissantes  de  la  surface  au  centre»  et  qu'elles  sont  nécessaires  si  la 
Terre  a  été  primitivement  fluide,  on  peut  en  conclure  que,  physique- 
ment parlant,  les  observations  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la 
nutation  de  Taxe  de  la  Terre  ne  permettent  pas  de  supposer  q^  plus 

grand  que  -gg;  cettç  valeur  de  q^  est  bien  différente  de  celle  qui  résulte 

de  la  mesure  des  degrés  de  France  et  du  Nord,  et  qui,  comme  Ton  sait, 

est  égale  st  -^*  Il  parait  donc  impossible  de  concilier  ces  mesures  avec 

les  observations  du  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes,  dans 
rhypothèse  où  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  recouvert  par 
un  fluide  d'une  profondeur  variable  ou  constante. 


XXXIV. 

Nous  avons  vu  (art.  XXYI)  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  une 
figure  elliptique  au  sphéroïde  que  la  mer  recouvre,  on  a 

y^^Kysinvcosv^sînecose^^^^^^^^^^^^. 

cette  valeur  de  Y  est  d'autant  plus  exacte  que  l'astre  se  meut  avec  plus 
de  lenteur.  Nous  en  avons  déduit  les  lois  de  la  précession  des  équi- 
noxes et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  et,  comme  nos  résultats 
sont  indépendants  de  la  rapidité  du  mouvement  de  l'astre  dans  son 
orbite  et  qu'il  n'y  entre  que  les  seuls  mouvements  du  nœud  de  l'or- 
bite lunaire  et  de  la  rotation  de  la  Terre,  il  semble  que  l'on  peut  en 
conclure  que  ces  lois  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où  le  mouve- 
ment de  la  Lune  serait  comparable  à  celui  de  la  rotation  de  la  Terre, 
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pourvu  que  le  mouvement  de  ses  nœuds  fût  extrêmement  lent;  on 
s'en  assurera  d'ailleurs  de  la  manière  suivante. 

Pour  cela,  nous  observerons  que,  parmi  les  termes  de  la  seconde 
classe  qui  (art.  XXVI)  forment  l'expression  de  Y,  il  n\  a  que  ceux  de 

la  forme 

Hcos(i7-hcT-i-'A), 

dans  lesquels  /  est  égal  à  /z  ou  en  diffère  extrêmement  peu»  qui  puis- 
sent influer  sensiblement  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la 
nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  parce  que,  dans  les  calculs  auxquels 
conduit  la  détermination  de  ce  phénomène,  ces  termes  deviennent 
d'autant  plus  grands  que  i  —  n  est  plus  petit;  on  peut  donc  négliger 
dans  l'expression  de  Y  les  termes  de  la  forme  précédente  dans  les- 
quels {i  —  n)t  est  égal,  par  exemple,  au  double  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune  dans  son  orbite,  et  ne  conserver  que  ceux  dans  lesquels 
(/—  n)t  est  égal  au  moyen  mouvement  du  nœud  de  l'orbite  lunaire. 
II  suit  de  là  que,  dans  le  développement  de 

aKsinvcosvcos(/«/  4-gj  —  o), 

il  suffit  de  conserver  les  termes  de  la  forme 

K'cos(/i/-i-cy-+- A) 

et  de  celle-ci 

K'cos(«£  dt  /w/  4-  Gj  -f-  A), 

mt  représentant  le  moyen  mouvement  du  nœud,  et  l'on  aura,  par  l'ar- 
ticle XXVI,  pour  Y,  une  suite  de  termes  de  la  forme 

2K'^sindcosdcos{n/  -hnj-h  A) 

et  de  celle-ci 

aK'^sindcosd 


^is{'-étô)-''* 


cos(/i^  ±:  mf  4- Bj  H- A), 


et  cette  valeur  de  Y  sera  d'autant  plus  exacte  que  m  sera  plus  petit  par 
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rapport  à  /t;  or  il  est  clair  que  Y  on  trouvera  la  même  suite  en  dévelop- 
pant l'expression 

4K^  sînv  cosv  sin  9  cos9 


'^«'0-5^)-'»* 


cos(/i/-h!iy  — 9) 


de  Y,  dont  nous  avons  fait  usage»  pourvu  que  dans  ce  développement 
on  ne  conserve  que  les  termes  de  la  forme 

Hcos(/i^-4-cT-l- A)        et        Hcos(/i^±m^-4-©-»- A); 

donc,  quelle  que  soit  la  rapidité  du  moyen  mouvement  de  la  Lune 
dans  son  orbite,  les  résultats  relatifs  à  la  précession  des  équinoxes  et 
à  la  nutation  de  Taxe  de  la  Terre,  que  nous  avons  tirés  précédemment 
de  Téquation 

V      4Kârsînvcosvsin9cosd       ,    ^  . 

Y=         ^    / J^ C0S(/l^-t-BJ  — <p), 

seront  toujours  vrais,  si  le  moyen  mouvement  du  nœud  de  l'orbite  est 
très  lent  par  rapport  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  comme 

il  n'en  est  que  zf— >  on  peut  regarder  ces  résultats  comme  très  appro- 
chés, quand  bien  même  la  rapidité  du  mouvement  de  la  Lune  dans  son 
orbite  produirait  une  erreur  sensible  sur  la  valeur  précédente  de  Y. 

Addition  à  V article  I. 

Lorsqu'on  cherche  a  priori  Iti  figure  d'un  sphéroïde  homogène  de 
révolution  infiniment  peu  différent  de  la  sphère  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre, on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  d'un  degré  infini 
qui  indique  conséquemment  que  le  problème  est  susceptible  d'une  in- 
finité de  solutions  (voir  Mémoires  de  l'Académie,  II*  Partie,  p.  536  et 
suiv.;  année  1772)  (*),  et,  quoique  je  sois  parvenu  à  exclure  un  grand 
nombre  de  figures,  il  me  parait  cependant  extrêmement  vraisemblable 
qu'il  y  en  a  une  infinité  d'autres  que  la  sphère  qui  satisfont  à  l'équi- 

(0  Œuvres  de  Laplace^l.  Vm,  p.  496. 

CEmwres  d€  £.  — -  IX.  35 
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libre.  Si  l'on  en  connaissait  une^seule,  on  pourrait  en  conclure  une 
infinité  qui  ne  seraient  pas  même  de  révolution,  et  cela  par  la  consi- 
dération suivante  qui,  plus  approfondie,  pourra  servir  peut-être  à  dé- 
terminer ces  figures.  Que  Ton  prenne  à  volonté  sur  le  sphéroïde  un 
point  que  Ton  regarde  comme  pôle,  et  auquel  on  fixera  l'origine  de 
l'angle  0,  6  étant  ainsi  le  complément  de  la  latitude  des  difierents 
points  du  sphéroïde  dont  nous  désignerons  par  tz  la  longitude;  sup- 
posons ensuite  que  ih-  ay  soit  le  rayop  d'un  sphéroïde  homogène  en 
équilibre,  a  étant  infiniment  petit  et  j  étant  fonction  de  0  et  de  ct;  en 
nommant  aB  l'attraction  tangcntielle  des  sphéroïdes  homogènes  infi- 
niment peu  différents  de  la  sphère,  B  étant  fonction  quelconque  de  0 
et  de  rj,  on  aura,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  aB  =  o.  Cette  équation 
ayant  lieu  quels  que  soient  0  et  ct,  il  est  clair  qu'elle  subsisterait 
encore  en  changeant  0  en  0  -f-  a  et  ct  en  ci  +  6,  a,  b  étant  des  con- 
stantes quelconques;  soit  y'  ce  que  devient  y  en  vertu  de  ces  change- 
ments, le  rayon  i  h-  cny  satisfera  donc  à  l'équilibre  et,  par  conséquent, 
aussi  le  rayon  i-^-ay  -\-  ^ny\  n  étant  une  constante  quelconque  ;  or, 
a  et  6  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  l'on  aura  ainsi  une  infinité  de 
figures  qui  satisferont  à  l'équilibre.  Mais  un  rapport  singulier  qui 
existe  entre  l'attraction  des  sphéroïdes  homogènes,  suivant  la  tangente, 
et  leur  attraction  verticale  ou  perpendiculaire  a  la  tangente,  détermine 
la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  ceux  qui  sont  en  équilibre  et  la 
rend  unique,  malgré  la  multiplicité  infinie  de  figures  dont  ils  parais- 
sent susceptibles.  Ce  rapport  consiste  en  ce  que  l'attraction  d'un  sphé- 
roïde homogène  quelconque,  infiniment  peu  différent  d'une  sphère, 
parallèlement  à  la  tangente  et  multipliée  par  le  petit  côté  du  sphé- 
roïde, est  le  double  de  la  différence  des  attractions  verticales  du  sphé- 
roïde aux  deux  extrémités  de  ce  côté.  J'ai  démontré  ce  théorème  dans 
l'article  I,  mais  il  peut  l'être  plus  simplement  par  la  méthode  suivante, 
qui,  de  plus,  a  l'avantage  de  s'étendre  au  cas  où  l'attraction  est  comme 
une  puissance  quelconque  n  de  la  distance. 

Imaginons  un  point  R  placé  sur  une  sphère  MRB  (^fig*  4)  dont  le 
rayon  est  i  et  C  le  centre;  nommons  R  la  masse  de  ce  point»  /  sa  di- 
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stance  au  point  M,  f  sa  distance  au  point  quelconque  m  pris  sur  la 
surface  de  la  sphère,  infiniment  près  de  M;  en  abaissant  du  point  R  la 
perpendiculaire  RH  sur  MC,  et  du  point  m  la  perpendiculaire  mh  sur 
RM,  et  décomposant  l'attraction  R/''  du  point  R  sur  le  point  M  en  trois 


Fig.  4. 


autres,  dont  la  première,  que  nous  nommerons  v^  soit  dirigée  suivant 
le  rayon  MC;  dont  la  seconde,  que  nous  nommerons  fr,  soit  dirigée 
suivant  le  côté  Mm,  et  dont  la  troisième  soit  perpendiculaire  au  plan 
MC/n,  on  aura 

,  r»  >.-  MA 

partant 

6.Min=:R/»MA; 

on  aura  ensuite 

„  ^  MH 
''  =  "-^  RM- 


Or,  RM  étant,  par  la  propriété  connue  du  cercle,  moyenne  proportion- 
nelle entre  MH  et  le  diamètre  entier  MB,  on  a 


donc 


MH_/ 
RM~  3* 


2  •' 


soit  /  Tattraction  du  point  R  sur  le  point  m  suivant  le  rayon  mC,  on 
aura 


376 

donc 
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ce  qui  donne 


V' —»»=-(/'»+•  —  /»+•)=- 5-±i  R/*  M  A, 

Je  A 


Il  suit  de  là  que,  si  Ton  suppose  une  infinité  de  points  distribués 
d'une  manière  quelconque  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  que  Ton 
nomme  V  et  Y'  la  somme  de  leurs  attractions  sur  les  points  M  et  m, 
dirigées  vers  le  centre  C,  et  B  la  somme  de  leurs  attractions  sur  le 
point  M  parallèlement  à  Mm,  on  aura 


V— V=- 


n  4-1 


B.Mm. 


Considérons  maintenant  un  sphéroïde  quelconque  AME  (^g.  5), 
dont  le  rayon  mené  du  centre  C  d*inertie  à  sa  surface  soit  i  +  ay. 


a  étant  infiniment  petit  et  y  étant  une  fonction  quelconque  continue 
ou  discontinue  de  6  et  de  cr;  si  Ton  imagine  une  sphère  dont  le  rayon 
soit  I  et  qui  soit  tangente  intérieurement  à  la  surface  du  sphéroïde  au 
point  M,  il  est  clair  que  le  centre  de  cette  sphère  sera  infiniment  peu 
distant  du  point  G,  et  que  le  rayon  mené  de  son  centre  à  la  surface  du 
sphéroïde  ne  différera  de  l'unité  que  d'une  quantité  de  Tordre  a.  Cela 
posé,  l'attraction  du  sphéroïde  est  égale  à  l'attraction  de  la  sphère, 
plus  à  l'attraction  de  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère;  or  on  peut 
concevoir  cet  excès  comme  composé  d'une  infinité  de  petites  masses 
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placées  aux  extrémités  des  rayons  de  la  sphère,  ces  masses  devant  être 
supposées  négatives  partout  où  le  rayon  de  la  sphère  excède  celui  du 
sphéroïde;  d'où  il  suit  que»  si  Ton  nomme  S  Tattraction  de  la  sphère 
sur  le  point  M,  aV  et  aV  les  attractions  verticales  de  Texcès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère  sur  les  points  M  et  m»  et  a B  son  attraction  horizon- 
tale, on  aura,  par  ce  qui  précède, 

V'-V=-^-^B.Mm. 

Si  Ton  nomme  A  Tattraction  verticale  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  et 
A'  son  attraction  verticale  sur  le  point  m,  on  aura 

A  =  SH-aV        et        A'::=SH-aV', 
donc 

A'-  A  =-  ^-^  (xB Mm. 

2 

L'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée  suivant  le  rayon 
MG  ou  suivant  toute  autre  direction  qui  ne  fait  avec  MC  qu'un  angle  de 
l'ordre  a,  ne  diffère  de  A  que  d'une  quantité  de  l'ordre  a',  ce  qui  suit 
évidemment  de  ce  que  l'attraction  entière  du  sphéroïde  sur  le  point  M 
est  dirigée  suivant  une  droite  MK,  qui  ne  fait  avec  MG  qu'un  angle  de 
l'ordre  a;  A  peut  donc  également  représenter  et  la  pesanteur  à  la  sur- 
face du  sphéroïde  et  cette  pesanteur  décomposée  suivant  le  rayon  MG. 
De  la  résulte  cette  conséquence  singulière,  savoir,  que,  si  l'attraction 
suivait  la  raison  réciproque  de  la  simple  distance,  la  pesanteur  serait 
constante  à  la  surface  de  tout  sphéroïde  homogène  infiniment  peu  dif- 
férent d'une  sphère,  puisque  l'on  aurait  alors 

— B.Mm=io, 

a 

partant 

A  =  A'. 

Gonsidérons  AB  comme  Taxe  commun  à  tous  les  méridiens  du  sphé- 
roïde, et  nommons  6  l'angle  MGA;  en  supposant  le  point  m  placé  sur  le 
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méridien  AME»  nous  aurons,  aux  quantités  près  de  Tordre  a, 

partant,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a^,  nous  aurons 

2 
OU 

Nommons  ensuite  u  Tangle  que  forme  le  méridien  AMB  avec  un  pre- 
mier méridien;  si  Ton  prend  sur  la  surface  du  sphéroïde  un  point  m' 
infiniment  voisin  de  M,  et  tel  que  Tangle  m'CA  =  MCA,  nous  aurons, 
aux  quantités  près  de  Tordre  a, 

Soit,  de  plus,  aC  l'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée 
suivant  la  tangente  Mm',  nous  aurons 

dk=^ ocCcbasïnOy 

2 

0  étant  regardé  comme  constant  dans  la  différentielle  ^A;  partant 

3-  = aCsmd. 

CRST  2 

Si  Ton  suppose  /z  =  —  2,  ce  qui  est  le  cas  de  la  Nature,  on  aura  les 
deux  équations 

dk       I     „  dk       I     n   •    û 

or  on  s*assurera  facilement  que  ces  équations  répondent  aux  équa- 
tions (a)  et  (a')  de  Tarticle  I. 

Si  Ton  suppose  que  le  sphéroïde  tourne  autour  de  Taxe  AB,  de  ma- 
nière qu'à  Téquateur  la  force  centrifuge  soit  a/,  il  est  aisé  de  voir  que 
cette  force  au  point  M  sera  a/sinO,  que,  décomposée  suivant  Mm,  elle 
sera  a/sinO  cosO,  et  que,  décomposée  suivant  MC,  elle  sera  —  a/sin'O; 
si  Ton  suppose,  de  plus,  que  le  point  M  du  sphéroïde  soit  animé,  sui- 
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vant  les  droites  Mm,  Mm'  et  MG*  des  forces  quelconques  aM,  aN  et  aR, 
on  aura 

«B  -\-  «M  ■+■  a/sin 0  cosO 

pour  la  force  tangentielle  suivant  Mm; 

aC-+-aN 

pour  la  force  tangentielle  suivant  Mm',  et 

A  4- «R  — a/sin* 0 

pour  la  force  suivant  MC,  et  qui  ne  diffère  de  la  pesanteur  au  point  M 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  résultante  des  trois  forces  suivant 
MC,  Mm  et  Mm',  que  des  quantités  de  l'ordre  a^  ;  soit  donc  P  la  pesan- 
teur, on  aura 

P  =  A-haR  — a/sin*ô; 

dans  le  cas  de  l'équilibre,  les  forces  tangentielles  sont  nulles,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

aB=— aM  —  a/sin  ôcosO, 
aC  = —  aN. 

Si  Ton  diffërentie  Téquation  P  =  A  h-  aR  —  a/sin^O  en  faisant  varier 
0  et  xsf  on  aura 

dP=i  -Tâdd  ■+-  3-ûfcj-f-  a dR  —  2a/dO s\n6 cosO; 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  ^^  ^  ^t  ->->  leurs  valeurs 


aB    et aCsm&, 


on  aura 


rfP  =  — '-^-^  a(B  é/9  H- Cé/cjsin0)  4- ae/R  —  2a/rfÔ sinOcosÔ; 

si  Ton  substitue  encore,  au  lieu  de  B  et  de  G,  leurs  valeurs 

—  M  — /sin^cosô    et    —  N, 

on  aura 

rfP=  ^-±.la(Mé/Ô4.Nûfcjsin0)-f-arfR-H  ^^^a/é/0sin0cos0. 
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Pour  que  cette  équation,  et,  par  conséquent,  pour  que  l'équilibre  soit 
possible,  Mrfô  -4-  Nrfwsinô  doit  être  une  différence  exacte,  et  c'est  ce 
qui  a  toujours  lieu  lorsque  les  forces  aM  et  aN  sont  le  résultat  des 
attractions;  soit  donc  âZ  cette  différence,  et  Ton  aura«  en  intégrant 
l'équation  précédente, 

P  =  P'-H  ^î^^ «Z  4-  «R  4-  "^^^ a/sln«9, 

P'  étant  une  constante  arbitraire. 
Si  le  sphéroïde  n'est  animé  d'aucune  force  étrangère,  on  a 

Z  =  o       et       R  =  o, 

partant 

P  =  P'4.îLzia/sin»ô, 
4 

P'  exprimant  alors  la  pesanteur  au  pôle;  dans  le  cas  de  la  Nature,  où 
n  =  —  2,  on  a 

P  =  P'-7a/s!n«ô, 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs;  mais  il  est  très  remar- 
quable que,  dans  le  cas  où  /i  =  3,  on  ait  P  =  P';  d'où  il  suit  que,  si 
l'attraction  était  en  raison  composée  de  la  masse  et  du  cube  de  la  di- 
stance, la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes  en  équi- 
libre serait  constante  aux  quantités  près  do  l'ordre  a*,  quel  que  fût  le 
mouvement  de  rotation  des  sphéroïdes. 

Je  réserve  pour  un  autre  Mémoire  les  recherches  sur  les  oscillations 
de  l'atmosphère. 
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Mémoires  de  l'Jcadémie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1776;  1779. 


XXXV. 

Sur  les  oscillations  de  l'atmosphère. 

Le  fluide  qui  forme  notre  atmosphère  est  élastique,  et  sa  densité 
varie  suivant  une  fonction  de  la  pression  et  de  la  chaleur;  celle-ci 
n'est  pas  constante  pour  un  point  donné  de  l'atmosphère  :  comme  elle 
est  principalement  occasionnée  par  la  présence  du  Soleil*  elle  change 
à  chaque  instant  du  jour  par  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  qui 
présente  successivement  à  cet  astre  les  différents  points  de  sa  surface, 
et,  à  chaque  jour  de  l'année,  par  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur 
l'équateur,  qui  rend  inégale  la  durée  des  différents  jours  et  qui  aug- 
mente ou  diminue  les  hauteurs  méridiennes  du  Soleil.  On  voit  aisé- 
ment que  les  variations  de  la  chaleur,  qui  résultent  de  ces  différentes 
causes,  doivent  exciter  dans  l'atmosphère  des  oscillations  qu'il  parait 
impossible  de  soumettre  au  calcul,  parce  que  la  loi  de  ces  variations, 
suivant  les  différentes  latitudes  et  les  différentes  hauteurs  de  l'air 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre,  n'a  pas  encore  été  suffisamment 

(^)  Renais  le  25  décembre  1778. 

OEbPresife  I.—  IX.  36* 
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déterminée;  d'ailleurs,  un  si  grand  nombre  de  circonstances  influent 
sur  ces  variations,  que,  dans  le  cas  même  où  Ton  aurait  toutes  les 
données  nécessaires  pour  résoudre  ce  problème,  on  rencontrerait 
vraisemblablement,  du  côté  de  l'Analyse,  des  difficultés  insurmon- 
tables. Dans  cette  impossibilité  d'assujettir  à  un  calcul  rigoureux  les 
oscillations  de  l'atmosphère,  il  ne  nous  reste  qu'à  faire,  sur  son  état, 
les  suppositions  les  plus  approchantes  de  la  nature  et  qui  soient  en 
même  temps  susceptibles  d'être  traitées  par  les  méthodes  que  nous 
offre  l'Analyse;  or,  dans  le  nombre  infini  de  ces  hypothèses,  la  plus 
naturelle,  et  tout  à  la  fois  la  plus  simple,  est  celle  dans  laquelle  on 
suppose  à  tous  les  points  de  l'atmosphère  un  même  degré  de  chaleur 
toujours  constant  et  égal  au  milieu  arithmétique  de  tous  les  degrés  de 
chaleur  que  la  masse  entière  de  l'air  éprouve  à  chaque  instant  ;  j'adop- 
terai conséquemment  cette  supposition  dans  les  recherches  suivantes  : 
je  suis  bien  éloigné  de  la  regarder  comme  exacte,  mais  elle  suffit' pour 
donner  une  idée  approchée  du  genre  d'oscillations  que  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  peut  exciter  dans  l'atmosphère.  Je  supposerai  de 
plus  que,  à  un  degré  de  chaleur  constant,  la  densité  de  l'air  est  pro- 
portionnelle à  la  force  comprimante,  ce  qui  est  vrai  à  très  peu  près, 
surtout  lorsque  les  variations  de  densité  sont  fort  petites;  il  en  résulte 
que,  à  la  rigueur,  la  hauteur  de  l'atmosphère  est  très  grande  et  même 
infinie  par  rapport  au  rayon  de  la  Terre;  mais  il  est  facile  de  s'assurer 
que,  en  partant  de  cette  loi  sur  la  variation  de  la  densité  de  l'air,  ce 
fluide  est  excessivement  rare  à  la  hauteur  d'un  petit  nombre  de  lieues 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre;  en  sorte  que,  dans  la  recherche 
de  ses  oscillations,  on  peut,  sans  craindre  aucune  erreur  sensible, 
négliger  son  action  au-dessus  d'une  médiocre  hauteur. 

Il  résulte  des  calculs  suivants  que  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune 
n'excite  dans  l'atmosphère  que  des  mouvements  périodiques  analogues 
à  ceux  de  la  mer,  mais  trop  faibles  pour  pouvoir  être  observés;  d'où  il 
suit  que  le  mouvement  constant  de  l'air  d'orient  en  occident  que  Ton 
observe  dans  la  zone  torride,  sous  le  nom  de  vents  alizés,  n'est  point 
occasionné  par  les  attractions  de  ces  deux  astres.  L'effet  le  plus  sen- 
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sible  qu*elles  produisent  est  une  légère  variation  dans  la  hauteur  du 
baromètre;  cette  yariatipn  est  d'environ  un  quart  de  ligne  à  Téqua- 
teur  où  elle  est  à  son  maximum;  mais  elle  peut  être  beaucoup  aug- 
mentée par  les  circonstances  locales»  telles  que  de  hautes  montagnes 
qui,  en  resserrant  l'atmosphère,  en  rendraient  sensibles  au  baromètre 
les  plus  petites  oscillations.  Une  chose  digne  de  remarque  est  que, 
dans  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la  profondeur  de  la 
mer,  la  marche  des  variations  du  baromètre  à  l'équateur  est  contraire 
à  celle  des  marées,  c'est-à-dire  que  l'instant  de  la  haute  mer  est  celui 
de  la  plus  grande  dépression  du  mercure  et  réciproquement.  Comme 
il  est  très  intéressant  de  s'assurer  de  l'existence  et  de  la  loi  de  ces 
variations,  je  finis  par  exposer  une  méthode  fort  simple  pour  cet 
objet  et  par  inviter  les  observateurs  a  suivre  d'une  manière  particu- 
lière un  phénomène  aussi  curieux. 

Considérons  une  molécule  de  l'atmosphère  dont,  à  l'origine  du  mou- 
vement, A'  soit  la  densité;  5  +  /  le  rayon  mené  du  centrede  la  Terre  à 
cette  molécule,  5  représentant  la  partie  de  ce  rayon  qui  va  du  centre 
de  la  Terre  à  la  surface  de  la  mer  considérée  dans  l'état  d'équilibre,  et 
/  représentant  l'autre  partie  comprise  entre  cette  surface  et  la  molé- 
cule; soit  6  l'angle  formé  par  ce  rayon  et  par  l'axe  de  rotation  du  sphé- 
roïde terrestre  ;  o  la  longitude  de  la  molécule  par  rapport  à  un  méri- 
dien fixe  ou  qui  ne  participe  point  au  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre.  Supposons  que,  après  le  temps  /,  A'  se  change  ea  A'(i  h-  ap); 
s  en  s-\-0Lr;  s'  en  s'-hotr';  ô  en  O-f-aa';  et  zs  en  m-nz-ha/,  nt 
représentant  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  a  étant  un 
coefficient  extrêmement  petit.  Cela  posé,  imaginons  que  la  molécule 
atmosphérique  est  un  petit  prisme  rectangle  dont  les  trois  dimen- 
sions sont 


et 
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la  solidité  de  ce  prisme  sera,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a*, 

Dans  rinstant  suivant,  ce  prisme  se  changera  dans  un  solide  d*une 
autre  figure;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  en  calculant  la  masse 
de  ce  nouveau  solide  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on  ne 
négligera  que  des  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  par 
rapport  à  celles  que  Ton  considère;  on  peut  donc  supposer  nulle  la 
différentielle  de  la  quantité  précédente,  prise  en  ne  faisant  varier  que 
le  temps  /,  ce  qui  demande  que  Ton  ait 

,„   .    û/  dr'         du'  dv'  ,CO80  \ 

-h  a a(5  4- 5')  (r  4-  r')  sinO  =  9(5  -+-  *',  6,  œt), 

f  (^  +  5',  6,  o)  étant  une  fonction  indépendante  du  temps  /;  or  on  a,  à 
Torigine  du  mouvement, 


r: 

=  0, 

r'z 

=  0, 

u'-o 

et 

/  = 

:o; 

donc 

?( 

s  •+•  *',  9,  cj 

)    (^+*' 

)»8ine; 

on  aura  ainsi 

0  = 

dr' 

H- 

du' 

dv' 

,COS0 

smô 

4-p-l-a 

et,  comme  r  et  r'  peuvent  être  négligées  relativement  à  u\  par  des  con- 
sidérations analogues  à  celles  de  Farticle  IV,  on  aura 

,  ,^  dr'       du'       dv*         ,cosô 

^    ^  ds'        dd       dta  smô       ^ 

équation  qui,  pour  les  fluides  élastiques,  répond  k  Féquation  (i)  de 
Farticle  II,  relative  aux  fluides  incompressibles. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Féquation  (3)  de  Farticle  lY  aura  encore  lieu 
pour  le  cas  que  nous  discutons  ici,  pourvu  que  Fon  y  change  s  en 
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s-hs^f  dsen  dï,  A  en  A'(i  +  ap),  uenu'eti^env^;  on  aura  ainsi 


a (* -H y )•  M f  -^ 2/i-^sin0cos0j 


/  d*v'  du'  \ 

H-  a (*  4-  5' )•  iiij  f  sin'  B  -j^  -h  2  /i  —z-  si n  0  cos  0 1 


(3')  {  —  2a/i(5-f-*')i5'sin*0    . 


n« 


i[(*-+-5'-i-ar-i-  ar')sin(0-f-  a«')]* 


2 


=  - Fa/- F' «/'-...  *^ 


la  caractéristique  S  servant  a  désigner,  comme  dans  l'article  cité,  les 
différences  des  quantités  prises  en  regardant  le  temps  /  comme  con- 
stant, ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  ne  considérant  que  6,  ci  et  5 
comme  variables;  les  différences  S/,  %f^  . . .  représentant  les  éléments 
des  directions  des  forces  F,  F%  ...  qui  animent  la  molécule  atmosphé- 
rique, et/i  exprimant  la  pression  qu'elle  éprouve. 

Considérons  maintenant  l'air  et  les  eaux  de  la  mer,  tels  qu'ils  étaient 
à  Torigine  du  mouvement,  c'est-k-dire  dans  l'état  d'équilibre,  et  cher- 
chons l'équation  de  l'équilibre  pour  une  molécule  de  l'atmosphère, 
dont  la  distance  au  centre  de  la  Terre  soit  5  -f-  5'-+-  ar-f-  ar',  dont  la 
longitude  soit  o  -h  /i/  h-  a^,  et  pour  laquelle  l'angle  0  soit  ô  4-  an'.  Si 
Ton  nomme,  comme  ci-dessus.  A'  la  densité  de  l'atmosphère,  qui  ré- 
pond aux  quantités  0  et  ^ -f-x',  et/>'  la  pression  correspondante  à  ces 
mêmes  quantités  ;  si,  de  plus,  on  considère  que,  dans  l'état  d'équilibre, 
A' et//  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  également  élevées  au- 
dessus  du  niveau  de  la  mer,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  densité  de 

la  molécule  dont  il  s'agit  est  A'+  oif  -jry  en  négligeant  les  quantités  de 

/In' 

Pordrea*,  et  que  la  pression  qu'elle  éprouve  estp'-h  ar'^-  Nommons 

présentement  G  l'attraction  du  sphéroïde  terrestre  des  eaux  de  la  mer 
et  de  Fair  sur  cette  molécule,  et  S  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit; 
nous  aurons,  dans  le  cas  de  l'équilibre, 

Fd/-+-F'3/'4-...  =  G36, 
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et  comme  ce  même  cas  donne 

du'  dv' 

l'équation  (3')  se  changera  dans  la  suivante 

__il3[(5  4.5'4.ar-har')sin(9-+-«a')]*=:-G36 ^^ ^Jr^ 

^*     ds' 

En  retranchant  cette  équation  de  l'équation  (3'),  on  aura 


a(5-H5 


'Yi^{^-^n%^neco.0) 


-4-  a(5  +  5')*iGjf  sin'O-^-^  -+-  a/i-T--sin0cos6  j 


dv' 
^G36-F3/-F3/'-..-.,/^     ,  +  J^ AZ. 

Supposons  /^'=  /'^A\  g  représentant  la  pesanteur  et  /'  étant  une  très 
petite  quantité  constante  pour  un  même  degré  de  chaleur,  et  qui, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  est  ^  du  rayon  terrestre,  ou  à  très 
peu  près  égale  à  deux  lieues;  nous  aurons  p  =  Vg^'{i  +  ap),  ce  qui 
donne,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a', 

ds' 

11  est  clair  que  a(A'p  —  f^-^j  exprime  la  différence  de  densité  de 

deux  molécules  d'air  qui  occupent  le  même  lieu,  la  première  dans 
l'état  de  mouvement  et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre;  mais  ces 
deux  molécules  sont  différemment  situées  au-dessus  de  la  surface  de 
la  mer,  dont  les  eaux  s'élèvent  (art.  Y)  de  la  quantité  (ly  au-dessus  de 
leur  surface  d'équilibre.  11  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  différence  de 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  289 

densité  de  deux  molécules  d^air,  situées  sur  le  même  rayon  et  éga- 
lement élevées  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans 
Tétat  de  mouvement  et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre,  il  faut 

ajouter  à  la  différence  précédente  le  terme  «J'-jt'  ce  qui  donne 

a  A'p  4-  (j  —  r')-^  pour  la  différence  cherchée;  or  la  loi  des  den- 
sités de  Tair  dont  nous  partons  dans  ces  recherches  donne 

d^'  _  A' 
ds'  ""  /'  ' 

la  quantité  précédente  devient  ainsi  a  A'(p  4-  —jr^)\  représentons-la 
par     ,/     et  nous  aurons 


al^gà\p-^r'J^j 


^  —  agiy'  —  agiy. 


Présentement  il  est  aisé  de  s'assurer,  par  l'article  V,  que,  en  suppo- 
sant A'  extrêmement  petit,  on  a  à  très  peu  près 


6d6 


-  F3/~F' «/'-...  =  - «/Aie -h  S  (d^~d~Y 


—  a^ASe  étant  relatif  à  l'attraction  de  la  mer,  s(S^  —  S^  )  étant 

relatif  à  l'attraction  de  l'astre  que  l'on  suppose  agir  sur  l'atmosphère, 
et  ces  deux  quantités  étant  telles  que  nous  les  avons  définies  dans 
ce  même  article  V;  on  aura  donc 

a(s-h5')»M(^"'-2/i^'sin0cos^) 
H-a(5  4-5')'dBjfsin*0  -^-5-  H-a'»-^  sin©cosôJ 


(4') 


—  aa/i(5-h5')&'sin'ô--j- 


Il  résulte  de  cette  équation  que  —^  n'est  que  de  l'ordre  ~  m*,  et  comme 

OpMvrea  de  L.  —  IX,  87 
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on  a  y  =  /'p  -h  f  —  j,  il  est  clair  que  -tt  sera  pareillement  du  même 

ordre;  en  négligeant  donc  cette  quantité  dans  l'équation  (i'),  elle  don- 
nera 

_      du'      dv'        ,cos(? 

On  aura  ensuite  aux  quantités  près  de  l'ordre  —  u\  r^  constant  pour 

toutes  les  molécules  d'air  situées  sur  le  même  rayon;  or,  à  la  surface 
de  la  mer,  r^^=y\  on  pourra  donc  supposer  à  r'  cette  valeur  pour 

toutes  les  hauteurs  de  l'atmosphère;  la  quantité  aA'fpn nr^)  ^^ 

réduira  ainsi  à  a  A'p,  et  ce  terme  exprimera  la  différence  de  densité  de 
deux  molécules  d'air  situées  sur  le  même  rayon  et  également  élevées 
au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans  Tétat  de  mouve- 
ment et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre;  de  plus,  on  aura  y=  l'p; 
partant 
/cfx  '  1,/àu'       dv'         ,cos0\ 

Si  l'on  considère  le  mouvement  des  molécules  d'air  contiguës  à  la  sur- 
face d.e  la  mer  ou  celui  des  molécules  d'une  même  couche  aérienne 
parallèle  à  cette  surface,  il  faudra  supposer  Sï=o;  l'équation  (4') 
donnera,  par  les  articles  Y  et  YI,  les  deux  suivantes,  en  y  supposant 

^  -f-  /  =  I , 

(6')  ^^-.,;,_sin(?cosô  — ^^-^^-hA^-4-^, 

(7')       -^^-^sm'^-H2n^sin0cosô=-^^-^^4-A^-^^, 

D  étant  tel  que  nous  l'avons  défini  dans  l'article  XXII,  et  R  étant, 
comme  dans  le  même  article,  égal  à 

K[cosd  cosv  H-  sind  sin  V  cos(/i^  h-  cj  —  9)]'. 

Au  moyen  des  équations  (5'),  (6')  et  (7'),  on  déterminera  les  oscilla- 
tions de  l'atmosphère  lorsqu'on  aura  déterminé  celle  de  la  mer;  si  l'on 
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suppose,  en  effet*  y  =  i  dans  l'équation  (6)  de  Tarticle  XXII  et  qu'on 
la  retranche  de  l'équation  (5');  si  l'on  retranche  pareillement  les  équa- 
tions (7)  et  (9)  du  même  article»  des  équations  (6')  et  (7'),  on  aura, 
en  faisant  w'  —  m  =  m''  et  (^  —  p  ==  (^, 

Y       y'      du"      dv"        -cosô 
/        V  '^  dO  ^  dm  %\\\Q 

dl^  dt  ^  09 

d^i^    ...  du'   ,    ^        ..  dY' 

-7-7-  sin*  ô  4-  2  /i  -y--  sm  9  cos  0  :=  —  p-  -^ . 
dl*  dt  °  axa 

On  cherchera  donc  y  par  les  méthodes  que  nous  avons  données  précé- 
demment pour  cet  objet;  on  déterminera  ensuite,  par  les  mêmes  mé- 
thodes, y,  u"  et  (^,  d'où  il  sera  facile  de  conclure  tout  ce  qui  est  relatif 
aux  oscillations  de  Tatmosphëre. 

XXXVI. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'air  recouvre  immédiatement  le  sphé- 
roïde terrestre;  on  aura  j^  =  o,  D  —  o,  et  les  équations  (5'),  (6')  et 
(7')  deviendront 

d^u'  ds^   ,    ^       ^  dy       dVi 

^^'    •   lû  au'   ,    ^        .  dY'    .    d^ 

dt*  dt  ^  dw       dus 

En  comparant  ces  équations  aux  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'ar- 
ticle XXII,  on  voit  qu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  d'un  fluide 
incompressible  et  infiniment  rare,  dont  la  profondeur  est/',  et  dont 
ay  exprime  la  hauteur  au-dessus  de  la  surface  d'équilibre;  il  nous 
sera  donc  facile,  par  la  méthode  de  l'article  XXVII,  d'avoir  ay,  lors- 
qu'on connaîtra  /';  pour  cela,  nous  observerons  qu'à  la  surface  de  la 
mer  la  pression  /'A'^de  l'atmosphère  équivaut  à  celle  d'une  colonne 
d'eau  de  32  pieds;  d'ailleurs,  si  l'on  nomme  à  la  densité  de  l'eau,  on 
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a  A  =  85oA';  on  aura  donc  l' Mg  •=  32P.85qA'^,  ce  qui  donne 
/'==  32p.85o  "  2  lieues  k  très  peu  près,  la  lieue  étant  supposée  de 
i3  578  pieds.  Cette  profondeur  est  une  de  celles  pour  lesquelles  nous 
avons  déterminé,  dans  l'article  XXVII,  les  oscillations  de  la  mer;  on 
aura  donc,  en  adoptant  toutes  les  dénominations  du  même  article, 

aK'  =  oP,7629 X [cos*v— 1  sin*v -+-e(cos'v'— |sin'v')] 

0,5  -h  3,0980     sin*  Q 
-h  1,6287     sin*  9 

-H  0,3619     sin"  0^  (  esin'v'cos(a/l/-^  21ÎJ  —  29')! 
-1-0,04596  sin*  0  [  I -hsin*vcos(2/i/4-2iîT-- 2<p) 
-h 0,00879  sin^^O 
-h  0,00021  isin"0 


oP,7629sin'0< 


Pour  déterminer  présentement  la  variation  du  baromètre  correspon- 
dante à  ay\  rappelons-nous  que  ay  =  a/'p,  et  considérons  que  aA'p 
exprime,  dans  le  cas  présent,  la  variation  de  densité  de  Tatmosphère, 
pour  un  lieu  fixe  pris  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre;  la  variation 
du  baromètre  sera  donc  à  sa  hauteur  moyenne  que  nous  supposerons 
de  28  pouces,  comme  aA'p  est  à  A';  d'où  il  suit  que  cette  variation  est 

égale  à  28^*^  —  ;  or  on  a 


28p< 


.oP,762û        28*'8. 0,7620. 12         ,,  ,    , 


partant,  la  variation  du  baromètre  est  égale  à 

o»»R, 009424 ^ [ cos' V  —  i sin* V -4- e ( cos* '^'—  { sin* v' ] 

0,5 -f- 3,0980     sin*  0 

-h  1,6287     sin*  9 

^I        -HO, 8619     sin*  0  I  (  esîn*v'cos(2/if-f-2cy — 20')) 
o*»»  000424  sin'Ô  \  }  I 

l        -1-0,04596  sin'  91  (-Hsin*vcos(2/i^-+-2Cj  — 29)  ) 

-h  0,00879  sin*^ô 

-h  0,00021  isin**0 

On  voit  ainsi  que  les  variations  du  baromètre  sont  assujetties  aux 
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mêmes  lois  que  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  que,  en  vertu  de 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  Il  s'élève  et  s'abaisse  alternativement 
deux  fois  par  jour;  mais  ces  variations  sont  très  peu  sensibles,  car  si 
l'on  suppose  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances  et  en 
conjonction  ou  en  opposition  dans  le  plan  de  l'équateur,  et  que  l'on 
fasse,  avec  M.  Daniel  Bernoulli,  e  =  î,  on  trouve  o'^^tS^iG  pour  la  dif- 
férence de  la  plus  grande  élévation  à  la  plus  grande  dépression  du 
mercure  dans  le  baromètre  à  l'équateur,  dans  l'intervalle  de  la  haute 
à  la  basse  mer;  cette  différence  diminue  en  approchant  des  p6les,  en 
sorte  que,  à  la  latitude  de  45",  elle  est  plus  de  quatre  fois  moindre 
qu'à  l'équateur  et,  par  conséquent,  tout  à  fait  insensible. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  la  nature  dans  lequel  l'air  sur- 
nage au-dessus  de  l'océan;  il  est  aisé  de  voir  que  les  oscillations  de 
l'atmosphère  dépendent  alors  de  la  profondeur  et  de  la  densité  de  la 
mer;  nous  supposerons  ici,  comme  dans  l'article XXVII,  cette  densité 
très  petite  relativement  à  celle  du  sphéroïde  terrestre,  et,  comme  il 
résulte  du  même  article  qu'en  attribuant  à  la  mer  une  profondeur 
moyenne  de  quatre  lieues  on  satisfait  assez  bien  aux  observations  du 
flux  et  du  reflux,  nous  adopterons  cette  supposition  dans  les  calculs 
suivants.  Nous  aurons  ainsi  par  l'article  cité,  en  n'ayant  égard  qu'à 
l'action  du  Soleil, 


!o,5  +  0,3733  sin*  9  ] 
-(-0,0783  sin*  9/ 
-t- 0,00787  si n'  ô\  sin*vcos(a/(i  -Haw  —29). 
-f-  0,00047  S'"'  ^  \ 
+  0,00002  sin"9  1 

Cela  posé,  si  l'on  traite  les  équations  (5'),  ((>')  et  (7')  par  la  méthode 
des  articles  XXIV  et  suivants,  on  trouvera  d'abord,  par  l'article  XXV, 
que  la  partie  de  l'expression  de  ay'  qui  répond  aux  termes 

aKcoB'9cos'v  h sin'9sin'v      et     oP,76a9- 
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des  expressions  de  aR  et  de  a,y  est  nulle,  parce  que,  en  n'ayant  égard 

qu'à  ces  termes,  on  a 

dy      dl\ 

On  trouvera  ensuite,  par  l'article  XXVF,  que  la  partie  de  l'expression 
de  ay  qui  répond  au  terme 

2Ksinvcosvsin0cos9cos(/ï^4-cJ  —  9) 

de  l'expression  de  R  est  encore  nulle.  Enfin  on  trouvera  par  les 
articles  XXIV  et  XXVII  que,  si  l'on  nomme  a  le  coefficient  de 
cos(  2/1/  -h  2CT  —  2ç)  dans  l'expression  de  j';  a'  et  a''  ceux  du  même 

cosinus  dans  les  expressions  de  y  et  de  y  4- j  —  — >  on  aura  à  très 
peu  près 

'  dx^  ax  '       V  f^ 

X  étant  égal  à  sinO.  Or,  si  l'on  fait  — ^ —  ~  6,  on  aura 

a'  ■:-  a'  -{-  a .r', 

'À 

partant 

a'  rir  rt'  —  rtf  -H  -  x-; 

de  plus,  /'  étant  égal  à  2  lieues,  on  a,  par  l'article  XXVII, 

2/1*  ^ 


et,  par  le  même  article,  on  a 


=:OP,7629; 


f^ 


l'équation  précédente  deviendra  donc,  en  y  substituant,  au  lieu  de  a. 
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sa  valeur 


dx' 


(O 


=  7P,629sin'va7' 


dx 

[  0,3752  -h  0,0783  X* 
0,00787^7* 

0,00047  X* 
0,00002  j:* 


5^^) 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  supposera,  conformément  à  la  mé- 
thode de  l'article  XXVII, 

aa''=7P,629sin«vx*(A-t-A<*>x'4-Af«^x*  -hA<»Ja:« 

4-  A^*>x»-f-  A^»Jar»«-f-  A<«)x"), 

et  Ton  aura  les  huit  équations  suivantes  : 


lôA^^J- 

loA 

-0, 

4oAï-) 

28Aî')-HioA 

0,3762, 

72A<») 

54Af«)-MoAt» 

>  _  0,0783, 

lI2At*>  — 

88A<»>-hioAf» 

>  —  0,00787, 

i6oAt») 

,3oA<*)4-ioA<' 

>— 0,00047, 

2i6A<«> 

i8oA<»)4-ioA^*^ 

—  0,00002, 

— 

238A<*)4-ioAf» 

»=zO, 

loA^'î 

0. 

(*) 


En  ne  considérant  que  les  sept  premières,  on  aura 

A^*^  =  —  o,ooo3649, 
A^*^~  —  0,000021 35, 
A^*^  =  —  0,0000008970. 


A    - 

—  0,2344, 

A(n- 

—  0,1 465, 

AW- 

—  0,03457, 

A(»  — 

—  o,oo44o2, 

Maintenant,  il  est  clair  que  si  Ton  ajoutait  au  second  membre  de 
Téquation  (r)  le  terme 


7P,  629 . 0,00000897  sin'  V  x*^, 
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on  aurait,  au  lieu  de  Téquation  (s),  la  suivante 

ioA^*^  --  —  0,00000897, 

ce  qui  donnerait  pour  A^®^  la  même  valeur  que  précédemment,  d*où  il 
suit  que  Texpression  précédente  de  aa''  satisferait  alors  exactement  à 
l'équation  (r);  or  le  terme 

—  7P,  629 . 0,00000897  sin*v  j?*^ 

étant  excessivement  petit  par  rapport  aux  autres  termes  de  cette  équa- 
tion, peut  lui  être  ajouté  sans  craindre  aucune  erreur  sensible.  On 
doit  donc  regarder  comme  fort  approchée  la  valeur  précédente  de 
aa"  :  il  est  facile  d'en  conclure  la  valeur  ay,  car  on  a,  par  ce  qui 
précède, 

ofj'—  aa^  cos{2nt  ^-asy  --  29)  z^laa"—  aa'-H  a- j?' j  cos(2/i^H-  anj  —  29). 

Pour  déterminer  présentement  les  variations  de  la  hauteur  du  baro- 
mètre, nous  nous  rappellerons  d'abord  que  ay  =  a/'p,  et  que  aA'p 
exprime  la  différence  de  densité  de  deux  molécules  d'air  également 
élevées  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans  l'état  de 
mouvement  et  la  seconde  dans  l'équilibre;  nous  considérerons  ensuite 
que  le  baromètre  étant  fixé  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre  est 
moins  élevé  au-dessus  de  la  mer  que  dans  le  cas  d'équilibre  de  la 
quantité  ay.  La  variation  de  densité  des  molécules  d'air  qui  pressent 
la  surface  du  mercure  est  donc  égale  a 

d'où  il  suit  que,  pour  avoir  la  variation  des  hauteurs  du  baromètre,  il 
faut  ajouter  les  valeurs  de  ay  et  de  ay  et  les  multiplier  par  le  rap- 
port de  28^^  à  32P.85o.  On  aura  ainsi,  en  vertu  des  actions  réunies 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  la  variation  de  la  hauteur  du  baromètre. 
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v-i-e(cos'v'  — jsin'v')] 


/  0,5  —  a, 34^ 
i       —  1,465  sin' 
ho"*,  009434  sin*0<        —0,346 

i         —  0.044  sin' 
\        —  o,oo4sin' 


(      esîn*v'cos(a/i(  +  acj  —  aç')  l 
I  +    sîn'v  cos(i/i(-t-  aro  —  aç  )  i 


Dans  les  nouvelles  et  pleines  lunes  des  équinoxes,  et  en  supposant 
e  =  f ,  la  difTérence  de  la  plus  grande  élévation  à  la  plus  grande  dépres- 
sion du  mercure  dans  le  baromètre,  à  l'équateur,  est  égale  à  o"',244; 
mais,  ce  qui  est  très  remarquable,  l'instant  de  la  plus  grande  dépres- 
sion est  celui  de  la  haute  mer,  et  réciproquement;  et  comme  il  n'est  pas 
vraisemblable  que  la  profondeur  de  la  mer  soit  beaucoup  moindre  que 
quatre  lieues,  puisqu'on  aurait  autrement  des  marées  trop  peu  consi- 
dérables, il  en  résulte  que  celte  singularité  a  lieu  dans  les  supposi- 
tions les  plus  probables  sur  la  profondeur  de  la  mer,  en  sorte  que  si, 
par  une  longue  suite  d'observations  barométriques,  on  parvenait  à 
démêler  les  effets  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  l'atmosphère, 
il  y  a  beaucoup  d'apparence  que,  dans  les  lieux  situés  près  de  l'équa- 
teur, on  trouverait  la  marche  des  oscillations  du  baromètre  contraire 
à  celle  des  marées  :  il  suit  au  moins  de  nos  calculs  qu'il  est  très 
différent,  dans  la  recherche  des  variations  du  baromètre,  de  consi- 
dérer l'air  comme  recouvrant  immédiatement  le  sphéroïde  terrestre 
ou  comme  surnageant  au-dessus  de  l'océan. 

Il  est  facile,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  y  et  de  y,  de 

déterminer  les  vitesses  a-^-  et  a-j-sinO  de  l'air  dans  le  sens  du  méri- 
dien et  dans  celui  du  parallèle;  il  sufTil  pour  cela  de  substituer  ces 
valeurs  dans  les  équations  (6')  et  (7')  de  l'article  précédent  et  de 
satisfaire  ensuite  à  ces  équations  en  y  suppo 
calcul,  on  trouvera  que  la  vitesse  de  l'atmo: 
tion  du  Soleil  et  de  la  Lune  est  inapprécia 
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qu'il  est  impossible  de  la  démêler  d'avec  toutes  les  variations  aux- 
quelles les  vents  sont  assujettis  :  pour  le  faire  voir,  déterminons  le 
mouvement  d'une  molécule  aérienne  située  sous  l'équateur  lorsque 
l'astre  attirant  est  dans  le  plan  de  ce  grand  cercle;  on  aura  dans  ce 
cas  w'=^  o,  et  l'équation  (7')  de  l'article  précédent  deviendra 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  ^^  ^  "^  -^^  sa  valeur 

—  '2{a'-h  a)  sin(2/i^H-  20  —  acp), 

on  aura,  en  observant  que  2.0Lg{a'  -h  a)  —  aK  =  i7,gcC\ 

d}v' 

a-j-j-  =  —  2^.7?, 629.0,4208  sin(2/if -h  2BJ  —  29), 
ce  qui  donne,  en  intégrant, 

o^'-jj  ~  H  -h  —7P, 629.0,4208  C0S(2/l/4-  2nj  —  29), 

H  étant  une  constante  arbitraire.  Or,  si  Ton  suppose  que  l'élément  «f/ 
du  temps  soit  d'une  seconde,  ddv'  représentera  l'espace  parcouru 
dans  l'intervalle  d'une  seconde;  de  plus,  en  nommant  T  le  temps 
d'une  révolution  de  la  Terre  sur  son  axe,  on  a  nT  égal  à  36o®,  le  rayon 
étant  pris  pour  l'unité;  par  conséquent 

n  a*  lÈt 

-,  2.30D 

1 13 

ce  qui  donne 

,       2.855       1"  855        I 

ndt  ^:r. 


118    28»*56'»~  ii8  80.  i486 


D'ailleurs  -^  =  -5-;  on  aura  donc 
/i*       289  ' 


g 


■~nûf^.7P,  629. 0,4^08  =rOP,  06758, 


n 


partant 

arf(>'=r:aH'-h  oP,o6758cos(2/i^-h  210—-  2ç), 
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la  constante  aH'  étant  égale  à  Edi.  Si  cette  constante  n'était  pas 
nulle,  il  en  résulterait  à  Téquateur  un  vent  constant  d'occident  en 
orient  ou  d'orient  en  occident,  suivant  qu'elle  serait  positive  ou  néga- 
tive, et  l'on  pourrait  expliquer  par  là  les  vents  alizés  que  Ton  observe 
sous  la  zone  torride;  mais  la  valeur  de  cette  constante  dépend  du 
mouvement  initial  de  l'atmosphère,  et  nous  avons  observé  dans  l'ar- 
ticle XXI  que  la  vitesse  qu'elle  a  pu  produire  a  dû  être  anéantie 
depuis  longtemps,  en  vertu  des  résistances  en  tous  genres  que  les 
molécules  de  l'air  éprouvent  en  oscillant;  d'où  l'on  peut  générale- 
ment conclure  que  les  vents  alizés  ne  sont  point  occasionnés  par 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  l'atmosphère. 

Si  l'on  suppose  ces  deux  astres  en  opposition  ou  en  conjonction 
dans  le  plan  de  l'équateur,  et  si  l'on  fait  ^  =  f,  on  aura  op,2365  pour 
le  plus  grand  espace  qu'une  molécule  d'air  parcoure  dans  l'intervalle 
d'une  seconde,  en  vertu  de  leurs  actions  réunies  :  or  il  parait  impos- 
sible de  s'assurer,  par  l'observation,  de  l'existence  d'un  vent  aussi  peu 
considérable  dans  une  atmosphère  d'ailleurs  très  agitée;  mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  des  variations  barométriques,  vu  surtout  l'extrême  pré- 
cision dont  les  variations  du  baromètre  sont  susceptibles;  dans  ce 
cas,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  suivante  pour  démêler  ces 
variations  d'avec  celles  que  le  baromètre  peut  éprouver  par  d'autres 
causes. 

Nous  supposons  ici  que  l'on  ait  un  excellent  baromètre,  garni  d'un 
nonius,  pour  observer  jusqu'aux  petites  fractions  de  ligne.  Cela  posé, 
concevons  que,  dans  les  syzygies,  l'instant  de  la  plus  grande  dépres- 
sion barométrique  soit  celui  de  midi,  l'instant  de  la  plus  grande  hau- 
teur aura  lieu  environ  six  heures  après;  on  observera  conséquemment 
la  hauteur  du  baromètre  à  ces  deux  instants,  et  l'on  retranchera  la 
première  de  la  seconde  :  le  jour  suivant,  on  fera  une  observation  sem- 
blable, en  ayant  égard  au  retard  du  flux  atmosphérique,  à  raison  du 
mouvement  relatif  de  la  Lune  par  rapport  au  Soleil;  et  pour  déter- 
miner ce  retard,  on  suivra  la  même  règle  dont  on  fait  usage  dans  les 
ports  pour  déterminer  le  retard  des  marées.  En  comparant  ainsi  une 
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longue  suite  d'observations  et  rejetant,  pour  plus  d'exactitude,  celles 
dans  lesquelles  les  variations  du  baromètre  auront  été  très  considé- 
rables dans  un  petit  intervalle  de  temps,  en  vertu  des  grands  change- 
ments que  Tatmosphëre  a  subis  d'ailleurs,  on  fera  une  somme  de 
toutes  les  différences  que  l'on  aura  trouvées,  et  en  la  divisant  par  le 
nombre  des  observations,  on  aura  à  très  peu  près  la  quantité  moyenne 
des  variations  barométriques  qui  résultent  de  l'action  du  Soleil  et  de 
la  Lune. 

Le  système  d'observations  dont  nous  venons  de  parler  suppose  que, 
dans  les  syzygies,  l'instant  de  la  plus  grande  dépression  arrive  à  midi; 
mais  comme,  dans  nos  ports,  le  moment  de  la  haute  mer  arrive  presque 
toujours  plus  tard  que  suivant  la  théorie,  la  même  chose  peut  avoir  lieu 
pour  l'atmosphère.  De  là  résulte  la  nécessité  de  former  plusieurs  sys- 
tèmes d'observations  semblables  au  précédent,  avec  cette  différence 
que,  au  lieu  de  fixer  l'instant  de  la  plus  grande  dépression  baromé- 
trique à  G**,  on  le  fixera  successivement  à  o'"3o™,  à  i'',  à  i''3o",  à  2**, 
à  a'^So™,  à  3**,  etc.,  et  le  système  qui  donnera  la  plus  grande  varia- 
tion est  celui  qu'il  faut  préférer.  Lorsqu'on  se  sera  bien  assuré  par  la 
du  véritable  instant  de  la  plus  grande  dépression  du  baromètre  pour 
le  lieu  où  l'on  observe,  on  pourra  facilement  déterminer  la  loi  de  ses 
variations,  relativement  aux  différentes  positions  du  Soleil  et  de  la 
Lune.  Tout  cela  suppose  que  l'action  de  ces  deux  astres  sur  le  baro- 
mètre est  sensible;  or  nous  avons  vu  que,  à  l'équatcur,  elle  le  fait 
varier  d'un  quart  de  ligne  à  peu  près;  mais  cette  variation  peut  être 
considérablement  augmentée  par  les  circonstances  locales  et  surpasser 
une  et  même  deux  lignes,  ainsi  que  nous  voyons  la  mer  s'élever,  dans 
beaucoup  d'endroits,  quinze  ou  vingt  fois  plus  que  suivant  le  calcul. 
Quoiqu'il  soit  impossible  d'indiquer  avec  certitude,  autrement  que 
par  l'expérience,  les  lieux  où  ces  variations  barométriques  sont  les 
plus  considérables,  il  parait  cependant  que  ce  sont  principalement 
ceux  qui,  situés  près  de  l'équateur,  sont  traversés  par  de  hautes  mon- 
tagnes qui,  en  resserrant  l'atmosphère,  peuvent  en  rendre  sensibles  les 
plus  légères  oscillations.  Un  phénomène  aussi  curieux  mérite  assuré- 
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ment  l'attention  des  observateurs  et  nous  les  inyitons  à  le  suivre  d'une 
manière  particulière. 

XXXVII. 

Sur  les  ondes. 

Si  l'on  agite  une  eau  tranquille,  on  voit  aussitôt  se  former  autour 
du  centre  d'agitation  des  cercles  qui  s'agrandissent  sans  cesse  en 
s'éloignant  de  ce  point;  ces  cercles,  formés  par  les  élévations  et  les 
abaissements  successifs  du  fluide,  ont  été  nommés  ondes.  Newton  est 
le  seul,  que  je  sache,  qui  se  soit  proposé  d'en  déterminer  la  nature 
(Livre  II  des  Principes,  propos.  46);  ce  grand  géomètre,  considérant 
une  eau  stagnante  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit  et  d'une 
largeur  constante,  suppose  que  la  superficie  de  cette  eau  monte  et 
descend  par  des  ondes  successives,  dont  nous  représenterons  par  A, 
CE,  ...  les  sommets  et  par  B,  D,  F,  ...  les  points  les  plus  bas; 
en  comparant  ces  ascensions  et  descensions  alternatives  aux  oscilla- 
tions de  l'eau  dans  un  canal  recourbé,  il  trouve  que,  si  l'on  prend  un 
pendule  dont  la  longueur  soit  égale  à  la  largeur  AG  ou  BD  des  ondes, 
elles  parcourront,  en  avançant,  un  espace  égal  à  cette  longueur,  dans 
le  même  temps  durant  lequel  le  pendule  achèvera  une  oscillation; 
d'où  il  suit  que  la  vitesse  des  ondes  est  en  raison  sous-doublée  de  leur 
largeur;  il  étend  ensuite  ces  résultats  aux  ondes  formées  dans  un 
canal  d'une  longueur  et  d'une  largeur  indéfinies,  où,  par  conséquent, 
elles  se  propagent  circulairement;  mais  il  observe  qu'alors  le  temps 
de  la  propagation  n'est  déterminé  par  là  qu'à  peu  près.  On  sent  aisé- 
ment que  cette  théorie  étant  fondée  sur  l'analogie  des  ondes  avec  les 
oscillations  de  l'eau  renfermée  dans  un  canal  recourbé,  analogie  que 
Newton  suppose  sans  la  démontrer,  ses  résultats  sont  très  incertains; 
il  est  donc  utile  de  traiter  de  nouveau  cette  matière,  en  n'employant 
que  les  principes  les  plus  incontestables  du  mouvement  des  fluides. 
C'est  ce  que  je  me  propose  de  faire  dans  cet  article,  en  ne  me  permet- 
tant d'autre  supposition  que  celle  des  ondulations  infiniment  petites; 
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je  ne  considérerai  ici  que  le  cas  traité  par  Newton,  et  dans  lequel  on 
suppose  l'eau  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit,  d'une  lon- 
gueur indéfinie  et  dont  la  profondeur  et  la  largeur  sont  constantes.  Je 
réserve  pour  un  autre  Mémoire  la  discussion  du  cas  où  le  canal  a  une 
longueur  et  une  largeur  indéfinies. 

La  manière  la  plus  simple  de  concevoir  la  formation  des  ondes  est 
d'imaginer  une  courbe  quelconque,  plongée  dans  le  fluide  jusqu'à  une 
profondeur  très  petite  et  retenue  dans  cet  état  jusqu'à  ce  que  tout  le 
fluide  soit  en  équilibre;  en  la  retirant  ensuite  hors  du  canal,  il  est 
clair  que  le  fluide  tendra  à  reprendre  son  état  d'équilibre,  en  formant 
des  ondes  successives.  La  nature  et  la  propagation  des  ondes  ainsi  for- 
mées seront  l'objet  des  recherches  suivantes. 

Soient 

/  la  profondeur  du  canal  dans  l'état  d'équilibre; 

X  et  Z  les  deux  coordonnées  horizontales  et  verticales  qui  déter- 
minent, à  l'origine  du  mouvement,  la  position  d'un  point  quel- 
conque du  fluide; 

X  -f-  ao;  et  Z  -h  as  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  de  ce 
même  point  après  le  temps  t,  cl  étant  supposé  infiniment  petit. 

Si  l'on  considère  présentement  un  parallélépipède  infiniment  petit, 
dont  la  largeur  soit  égale  à  la  largeur  infiniment  petite  du  canal,  que 

nous  désignerons  par  6,  dont  la  longueur  soit  rfXf  i  -+-  «  w)  et  dont 

la  hauteur  soit  dZii-^oL-^y  en  nommant  A  la  densité  du  fluide  et 

négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a^,  on  aura  pour  l'expression  de  la 
masse  de  ce  parallélépipède 


A6rfXrfz(. -H  «^ -.«!); 


dans  l'instant  suivant,  ce  parallélépipède  se  changera  dans  un  solide 
d'une  autre  figure  ;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  l'on  calcule  la 
masse  de  ce  nouveau  solide  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on 


/ 
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ne  négligera  que  des  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre 
par  rapport  à  celles  que  l'on  considère;  on  peut  donc  supposer  nulle 
la  difTércntielle  de  la  quantité  précédente  prise  en  ne  faisant  varier 
que  le  temps  /,  ce  qui  exige  que  cette  quantité  soit  égale  à  une  fonc- 
tion indépendante  du  temps;  on  aura  donc 

9(X,Y)  étant  une  fonction  quelconque  de  X  et  de  Y  sans  t;  mais,  j: 
et  s  étant  nuls  à  l'origine  du  mouvement,  cette  fonction  se  trouve 
déterminée  et  égale  à  l'unité;  partant  on  aura 


(R) 


-  OX^  dZ 


Si  l'on  nomme  ensuite  p  la  pression  qu'éprouve  la  molécule  fluide  et 
g  la  pesanteur,  l'équation  (B)  de  l'article  III  donnera,  dans  le  cas  pré- 
sent, 

(S)  o=:gHZ  +  «Z)  +  C^dX^^  +  «dZ~  f^{, 

la  caractéristique  S  servant,  comme  dans  l'article  cité,  à  désigner  les 
diETérentielles  des  quantités  prises  en  regardant  le  temps  l  comme 
constant.  Celle  équation  a  encore  lieu,  par  le  même  article,  pour  tous 
les  points  de  la  surface  extérieure  du  fluide,  pourvu  qu'on  y  suppose 
Sp  =  o  et  que  les  dilTérences  dX  et  rfZ  soient  celles  de  la  surface 
même. 
Pour  que  l'équation  précédente  soit  possible,  il  faut  que 


soit  une  diflerence  exacte  et  qu'ainsi  l'on  ait 
àl    ~    dX  ' 
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en  intégrant  cette  équation  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  /  et  obser- 
vant que,  par  la  formation  précédente  des  ondes,  on  a 

dx  dz 


lorsque  /  =  o,  on  aura 


partant 


or  l'équation  (R)  donne 


on  aura  donc 


dx dz 


d'^x         à^z 


dX  dZ  "'  ôHs}  ' 


â^x  âU 


()\  âZ  "~       dZ^  ' 


ô^z       d^z 

O  : 


dX'       dZ* 


Cette  équation  est  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  et  son 
intégrale  complète  est,  comme  Ton  sait, 

ç(X)  et  *\{\)  étant  des  fonctions  quelconques  arbitraires  de  X  qui 
renferment  le  temps  /;  les  deux  équations 

dx       dz  dx       dz 

1 m  o  et  nr  

ciX       (iZ  dZ       d\ 

donneront  ensuite 

x=z-v''=^[9(X  +  Zv/"~i)-a;(X-Z/^)J, 

On  doit  donc  observer  ici  que,  Z  étant  nul,  on  a 

z  "  o, 

quels  que  soient  X  et  /;  on  a  donc 

9(X)=---~^(X), 
partant 

z-  9(X-+-Zv/^)-9(X-ZV^=l), 

^  ,^._  y/ZT,  [ç(X  4- Z v/'^n)  4- 9(X -  Zv/=n)J, 
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on  aura,  au  moyen  de  ces  équations,  les  valeurs  de  rr  et  de  2  relatives 
à  tous  les  points  du  fluide,  lorsqu'on  aura  déterminé  ces  valeurs  en  X 
et  en  /  pour  tous  les  points  de  la  surf*ace;  or  Téquation  (S)  devient  à 
la  surface 

d'où  il  suit  que  dZ  est  de  Tordre  a.  Soit  donc  à  la  surface  du  fluide 

u  étant  une  fonction  quelconque  de  X;  on  aura,  en  négligeant  les 
quantités  de  Tordre  a^. 


(T)  o^g 


du  âz       d^x 


8 


dX    •  °  dX   '    dt*^ 

Il  faut  maintenant  satisfaire  à  cette  équation  et  à  ces  deux-ci 

z  :^  <p(X-h  l^\)  -  9(X~  //=!), 

or  cela  parait  très  difficile  en  général,  c'est-à-dire  en  donnant  à  u  une 
valeur  quelconque  arbitraire;  il  ne  nous  reste  donc  qu'à  y  satisfaire 
dans  des  suppositions  particulières  pour  u. 

cos cos- u  de  manière  que  Ton  ait  a  =  o, 

tant  que  X  n'est  pas  compris  entre  les  limites  +  A  et  —  A,  ce  qui 

revient  à  faire  au  delà  de  ces  limites  cos—  constamment  égal  à  cos-; 

l'équation  (T)  devient  alors 

/rr/x  ^^   •     X  dz        d}x 

On  peut  y  satisfaire  et  remplir  toutes  les  conditions  du  mouvement, 
en  supposant 

A  sin  --\f-^ e~). 


.     .     A/    ' 

X 


—  A  cos  -  \e*'  —  e  '^  /, 


z  :^ 

C 


OEuvres  de  L.  —  IX.  3g 
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€  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité,  et  A 
étant  fonction  de  t  seul»  car  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs  de  x  et 
de  z  satisfont  aux  équations 


dx       ôz dx  __  dz 


et  à  la  condition  de  5  =  o  lorsque  Z  =  o.  Si  Ton  change  dans  ces  va- 
leurs Z  en  /  et  qu'ensuite  on  les  substitue  dans  Téquation  (T^*  on 
aura 

Si  Ton  intègre  cette  équation,  en  ayant  soin  de  déterminer  les  con- 
stantes arbitraires  de  manière  qu'à  l'origine  du  mouvement  on  ait 

A  —  o  et  -j-  =  o,  on  trouvera  facilement 

A  =:  —^ 3-^  (i  —  C0S/l<), 


n  étant  égale  à  \  /   - — ^ 1.-7—;  partant,  on  a  généralement 


c 


X -—     a —^ 37  sm— (i  —  cos/i/), 


ZLl  C 


e'^  —  e  ^ 


qC  g   c  ^ 

z  n:  — a-j ::-^cos—  (i  —  cos/i^). 


e^  —  e*" 


Il  résulte  de  ces  expressions  que  les  molécules  intérieures  du  fluide 
oscillent  d'une  manière  semblable  à  celles  de  la  surface,  avec  cette 
seule  différence  que  leur  mouvement  dans  le  sens  vertical  est  moindre 


—  / 


dans  la  raison  de  e""  -  e""   à  e*'  —  c  *"  ,  et  que  leur  mouvement  dans  le 
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sens  horizontal  est  moindre  dans  la  raison  dee""-^  e^  à  e*"  h-  c  *"  ;  d'où 
il  suit  que,  si  c  est  peu  considérabloy  le  mouvement  du  fluide  sera 
presque  insensible  a  une  médiocre  profondeur  :  il  ne  s'agit  donc  plus 
que  de  bien  déterminer,  pour  tous  les  points  situés  à  la  surface  du 
fluide,  la  signification  des  valeurs  précédentes  de  x  et  de  s,  qui,  ayant 
été  données  par  l'intégration  d'équations  aux  différences  partielles, 
doivent  être  plutôt  regardées  comme  des  symboles  que  comme  de  vé- 
ritables expressions  analytiques.  Si  Ton  considérait,  en  effet,  sous  ce 
dernier  rapport  le  facteur  i  — -  cos/i/  qu'elles  renferment,  on  serait 
naturellement  porté  à  conclure  que  la  masse  entière  du  fluide  doit 
s'ébranler  dès  le  premier  instant  du  mouvement,  et  que  chaque  molé- 
cule fera  éternellement  des  oscillations  dont  la  durée  est  égale  à ; 

or  l'une  et  l'autre  de  ces  conséquences  est  démentie  par  l'expérience, 
qui  nous  montre  que  les  parties  du  fluide  s'ébranlent  successivement 
et  que  chaque  molécule  ne  fait  qu'un  nombre  fini  d'oscillations,  dé- 
terminé par  la  nature  de  l'ébranlement  primitif,  après  quoi  elle  reste 
en  repos.  La  solution  de  cette  difficulté  mérite  une  attention  particu- 
lière, en  ce  qu'elle  renferme  une  application  délicate  du  Calcul  intégral 
aux  différences  partielles. 

L'expression  de  s  devient,  à  la  surface  du  fluide, 

z  =  acos—  {cosnt  —  i)  z=:a    -  cos( nt)  -^  -cosf  — h/i^j  —  cos~    ; 

la  hauteur  de  la  molécule  fluide  au-dessus  du  niveau  du  canal,  étant 
égale  h  au -h  az,  sera  conséquemment  égale  à 


aa 


f'        /x  \       I        /X  \  Al 

I  -cos( ne\  -h  -cosi  — \-ni\  —  cos-    ; 


il  faut  donc  déterminer  la  fonction  arbitraire  f  (X)  de  l'expression 
générale  de  au  +  as,  de  manière  que  cette  expression  soit  égale  à  la 
quantité  précédente;  or  on  doit  se  rappeler  ici  que,  /  étant  nul,  la 
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valeur  de  olu  -h  olz  est  nulle,  quel  que  soit  X,  lorsqu'il  cesse  d*être 
compris  entre  les  limites  4-  A  et  -—  A,  en  sorte  que  Ton  a,  au  delà  de 

X  h 

ces  limites,  cos—  =cos-'  Cette  considération  doit  donc  nous  guider 
dans  la  détermination  des  valeurs  de  cosf  -  dn.  nt\  et  nous  devons 
supposer  ce  cosinus  constamment  égal  à  cos -9  lorsque  Tangle  —  ±nt 

n'est  pas  compris  entre  les  limites  h —  et ;  d'où  résulte  cette  con- 

séquence,  savoir,  que  la  molécule  déterminée  par  les  coordonnées  X 
et  Z  ne  commence  à  s'ébranler  que  lorsque  le  temps  t  est  tel  que 

l'angle  -  ±nt  commence  à  être  compris  entre  ces  limites,  et  qu'elle 

cesse  d'être  ébranlée  lorsque  cet  angle  cesse  d'y  être  compris. 

Ne  considérons  ici  que  les  valeurs  positives  de  X  (on  pourra  faire 
des  remarques  entièrement  semblables  sur  les  valeurs  négatives): 
supposons,  de  plus,  X  plus  grand  que  A;  on  aura,  dans  ce  cas, 

cos(  -  -4- /in  =cos->  et  l'expression  précédente  de  au -^  as  de- 
viendra 

la  molécule  fluide  ne  commencera  donc  à  s'ébranler  que  lorsqu'on 
aura nt  -~  ->  ce  qui  donne  t  = ;  elle  cessera  de  s'ébranler 

c  c  *  ne 

lorsqu'on  aura nt  — >  ce  qui  donne  /  =  — ■ — ;  partant,  la 

o  h 

durée  de  l'ébranlement  sera  -  •  Le  temps  de  l'oscillation  d'un  pendule 

dont  b  représente  la  longueur  est  u  \/-'  t^  exprimant  le  rapport  de  la 

demi-circonférence  au  rayon;  nommant  donc  T  ce  temps,  on  aura, 
pour  le  temps  après  lequel  la  molécule  fluide  commence  à  s'ébranler. 


'     ne    ""  n — E7 
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et  le  temps  de  rébranlement  sera 

2h  _  aATy  c^M-/*^ 


ne  /  i        -  t 


Si  la  profondeur  /  du  fluide  est  considérable  par  rapport  à  c»  le 
temps  /  sera  à  très  peu  près  égal  à  — ;;^-T;  d'où  il  suit  qu'alors  lapro- 

fondeur  plus  ou  moins  grande  du  canal  n'influe  que  d'une  manière 
insensible  sur  le  temps  de  la  propagation  des  ondes;  si  dans  ce  même 

cas  h  est  très  petit,  on  aura  sensiblement  t  =  — 7-^T;  or  la  largeur  de 

l'onde  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'étendue  de  la  partie  fluide 
ébranlée  dans  le  même  instant,  est  égale  a  2A;  cette  largeur  influe 
donc  extrêmement  peu  sur  le  temps  de  la  propagation,  ce  qui  est  bien 
contraire  au  résultat  de  Newton,  suivant  lequel  ce  temps  est  récipro- 
quement comme  la  racine  carrée  de  A,  au  lieu  que,  suivant  notre 
théorie,  il  est  réciproquement  comme  la  racine  carrée  de  c. 

Le  cas  que  nous  venons  de  discuter  est  très  remarquable  en  ce  qu'il 
embrasse  tous  ceux  dans  lesquels  on  suppose  les  ondes  formées  par 
l'immersion  d'une  courbe  très  peu  plongée  dans  l'eau;  car,  si  l'on 
nomme  r  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  au  point  le  plus  bas  qui 

plonge  dans  l'eau,  on  aura  à  très  peu  près  aa~r(cos-7  —  cos- V 

—  étant  ici  supposé  de  l'ordre  a.  On  aura  donc,  par  ce  qui  précède,  et 
en  négligeant  h  par  rapport  à  X, 


-J 

e  '' 


d'où  il  suit  que,  la  courbe  étant  plongée  plus  ou  moins  profondément 
dans  l'eau,  le  temps  de  la  propagation  des  ondes  a  une  distance  don- 
née sera  toujours  le  même,  à  peu  près  comme  le  temps  des  oscillations 
d'un  pendule  est  constant,  quels  que  soient  les  arcs  qu'il  décrit, 
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pourvu  qu'ils  soient  fort  petits.  Si  /est  très  grand  par  rapport  à  r,  on 
aura  /  =  — 7=^^'  ^^  sorte  que,  dans  ce  cas,  les  temps  de  la  propagation 

des  ondes  engendrées  par  différentes  courbes,  ou  par  la  même  dans 
différentes  situations,  sont  réciproquement  comme  les  racines  carrées 
des  rayons  osculateurs,  et  les  vitesses  des  ondes  sont  directement 
comme  ces  mêmes  racines;  il  n'en  est  donc  pas  de  la  vitesse  des  ondes 
comme  de  celle  du  son,  qui,  comme  Ton  sait,  est  indépendante  de 
l'ébranlement  primitif  de  l'air. 
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DU 
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LA   THÉORIE    DES    SUITES, 


MÉMOIRE  SUR  L'USAGE 


DU 


CALCUL  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 


DA?(S 


LA  THÉORIE  DES  SUITES  (')• 


Mémoirei'de  l'Académie  royale  des  Stieiices  de  Paris,  année  1777;  1780. 


I. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  de  a,  que  l'on  propose  de  déve- 
lopper dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  a.  En 
représentant  ainsi  cette  suite 

«=:UH-  (XÇiH-  a'7î-}-  a' 7s -H. .  .-h  «".7/1-+-  a""^*</ii-»-i4- • . ., 

U,  7i»  ^2»  •••  étant  des  quantités  indépendantes  de  a,  il  est  clair  que 
u  est  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  et  que  Ton  a,  quel 
que  soit /i, 

-T —  -=  I  .2.3. .  ./i.7rt-+-  2.0.  .  .{n  -f-  i)xqn-hi-^  '  •  •> 

la  différence  d^u  étant  prise  en  faisant  varier  tout  ce  qui,  dans  «,  doit 
varier  avec  a;  partant,  si  Ton  suppose  après  les  diff*érentiations  a  =  o 

dans  l'expression  de  ~— ,  on  aura 

_  dô^" 

'"  I  .  2  .  3  ...  Al 

(')  Remis  le  iGjuin  1779. 

OEnvrea  de  L.  —  IX.  ^<^* 
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Si  u  est  fonction  des  deux  quantités  a  et  a,,  et  qu'il  s'agisse  de  déve- 
lopper cette  fonction  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  de  a  et  de  ol^^  en  représentant  ainsi  cette  suite 


le  coefficient  ^„  „,  du  terme  oL^oL^'q^,,^  sera  pareillement  égal  à 

a  et  a,  étant  supposés  nuls  après  les  différentiations. 

En  général»  si  u  est  fonction  de  a,  a,,  a,,  . . .  et  que,  en  la  dévelop- 
pant dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  a,  a^,  a,,  ...,  on  représente  par  a" «"'«î*.-. y,,, «„«„...  le  terme 
de  Tordre  a^a^'a^'. . .  de  cette  suite,  on  aura 


doL'^  da?»  da;« . . . 

I    mjL  9  Ù  •    m    •/»•    1    ««flaO»    •    m  iir  ^  •    I    «SaO*    •    •  /»]  •    •    • 

pourvu  que  Ton  suppose  a,  a^,  as,  . . .  égaux  à  zéro  après  les  différen- 
tiations. 

Supposons  majntenant  que  u  soit  fonction  de  a,  a,,  a,*  ...  et  des 
variables  t,  t^,  t^^  ...  ;  si,  par  la  nature  de  cette  fonction  ou  par  une 
équation  aux  différences  partielles  qui  la  représente,  on  parvient  à 

obtenir  -i  nA  m, —  ^^  fonction  de  u  et  de  ses  différences  prises  par 

rapport  à  /,  ^,,  t.^,  ...,  en  nommant  K  cette  fonction,  lorsqu'on  y 
change  u  en  u,  u  étant  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  suppose  a,  a,, 
aa,  ...  égaux  à  zéro,  il  est  visible  que  Ton  aura  q„,„^,,,,  en  divisant  K 
par  le  produit 

on  aura  donc  ainsi  la  loi  de  la  série  dans  laquelle  u  est  développé. 
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C'est  sous  ce  point  de  vue  que  le  calcul  aux  différences  partielles  peut 
être  utile  dans  la  théorie  des  suites,  et  nous  allons  en  voir  découler 
les  principaux  théorèmes  sur  cet  objet,  auxquels  les  géomètres  ne 
sont  parvenus  que  par  des  méthodes  particulières. 

II. 

Supposons  d'abord  u  égal  à  une  fonction  quelconque  de  /  +  a, 
/,  -h  a^,  la  4-  a,,  ...  que  nous  désignerons  par 

dans  ce  cas,  la  différence  quelconque  i*®™*  de  a,  prise  par  rapport  à  a 
et  divisée  par  da*,  est  évidemment  égale  à  cette  même  différence  prise 
par  rapport  à  /  et  divisée  par  âi^.  La  même  égalité  a  lieu  entre  les  dif- 
férences prises  par  rapport  à  a^  et  t^ ,  ou  par  rapport  à  a^  et  z^,  ou  . . . , 
d'où  il  suit  que  l'on  a  généralement 


doL''  doLl^  da\i ...        dt''  dt"^'  (?/;• . . . 

En  changeant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  i/  en  u  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  ^{t^t^.t^, ...),  on  aura,  par  l'article  précé- 
dent, 

_  d^•^"«-^^«-^•••9(^^^,<^ ) 

^it,»,,»,,...—  i.2.3...,i(^^«.i.2.3.../l,  d^ïM.2.3.../i,(^^;«...' 

Si  u  est  seulement  fonction  de  i  +  a,  on  aura 


^''""  1.2.3. ../id/«' 


partant 


^  ^  '         ^^    '  dt  1.2        Ôt^  1.2.3        ot^ 


•     •     •     • 


Cette  suite  a  été  donnée  par  Taylor  dans  l'Ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
MeUiodus  incrementorum. 
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III. 

Le  théorème  de  l'article  précédent  donne  immédiatement  en  série 
la  différence  finie  d'une  fonction  quelconque  u  de  /,  ^,,  /a»  •••  lors- 
qu'on y  suppose  t  croître  de  a,  /,  croître  de  a,,  t^  croître  de  a^,  ..., 
car,  en  nommant  u'  ce  que  devient  u  par  ces  accroissements,  on  aura, 
en  vertu  de  ce  théorème, 

,  du  du  a*    d^u 

u'=  u-h  a-r-  -h  (Xi-T-  -h. ..H -r-T-  -h. . .; 

âc  âti  1.2  dt^ 

en  désignant  donc,  comme  à  l'ordinaire,  par  Au  la  différence  finie 
w'  —  w,  on  aura 

.  du  du 

ÛM  =  a  ^--  H-  a,  -7—  -H 

dt  dti 

Il  est  aisé  d'en  déduire  les  différences  finies  successives  de  u; 
mais,  pour  no  point  nous  embarrasser  dans  de  trop  longs  calculs, 
nous  ne  considérerons  ici  qu'une  seule  variable  /  :  il  sera  facile 
ensuite  d'étendre  les  résultats  suivants  à  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Dans  le  cas  d'une  seule  variable  /,  on  a 

.  du        a^    d^n  a'      d^u 

En  prenant  la  différence  finie  de  cette  équation,  on  aura 

.,  .du        a}    .  d'u  of}      .  d*u 

dt        1.2      dt^        1.2.3      dt^ 

Or  on  a,  en  changeant  successivement  dans  l'équation  (i)  u  en  -^^ 

d^u 
-di^'  •  •' 

.du  ^d^u        a'    d*  1/ 

oc  A ziz  Or ■+•  -r — 

dt  dt^        1.2  dt* 

.  .d^u         ^d*u        (x^   d^u 
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On  aura  donc  pour  A^i/  une  expression  de  cette  forme 

a,  a',  . . .  étant  des  coefficients  numériques;  si  l'on  diflerentie  do  nou- 
veau cette  équation  aux  différences  finies,  on  aura 


d'où  I*on  conclura 


Al  »A<^*" 


Al  1^'" 


En  suivant  ce  procédé,  on  aura  généralement 

A.  h\  ...  étant  des  coefficients  indépendants  de  a  et  do  /  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

Pour  cela,  soit  u  =  e',  on  aura 

du       (P  u 

on  a  d'ailleurs 

Aw    —  e'-^«— c'  =i(e*— i)e', 

A«a=:(e«— i)(e'-*-«— e')=  (e«— î)«é'', 

Ot,  généralement 
l*cquation  (2)  donnera  donc 

(e«— 1)'=  «'4- Aa'+* -f- /i'a'-^«  + . . . , 

o  n  sorte  que  l'on  aura 

/du  \i 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  second  membre  do  cotte  équa- 


i 
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tion,  on  applique  à  la  caractéristique  d  les  exposants  des  puissances 

de  au,  et  qu'ainsi  Ton  écrive  -^  au  lieu  de  (■^)  ;  on  aura  donc, 
dans  cette  supposition, 

(3)  Afu  =  \J'^'-'i) . 


IV. 

Si  l'on  suppose  -jp-  =2*5,  la  caractéristique  2  servant  à  désigner, 
comme  à  l'ordinaire,  l'intégrale  finie  des  quantités,  on  aura 

u  =  Vf*zdt^        et        l'u=zf'zdt^; 

l'équation  (2)  de  l'article  précédent  donnera  donc 

a'  ot  at* 

d'où  l'on  tirera,  en  différentiant. 

Cette  valeur  de  a^'^r»  substituée  dans  l'expression  de  S's,  lui  don- 
nera la  forme  suivante 

rzdt'  hr'''zdt^'''        ^,. 

T/-—  £ '1 moL^li—  — 

a*  a*   *  ot* 

En  différentiant  cette  équation  deux  fois  de  suite,  on  aura 

Cette  valeur  de  a^I'-^,  substituée  dans  l'expression  de  L's,  donnera 

f's  dl'          f'~*z  dt'-*           f'~'a  dt'-* 
Vi-'—-i h- — -^^ m -pï ...; 
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et,  continuant  d'opérer  ainsi,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura  généra- 
lement 

f\dt'         f'-'zdtt-*  r'-'sdt'-* 

(4)  {  '^  «  " 

r^r\  ...ySyiy  ...  étant  des  coefficients  indépendants  de  a  et  de  /. 
Pour  les  déterminer,  soit  s  =  e',  et  l'on  aura 

!?'=  Z  =  ^  =   -r-T-  =  .  .  .  =    Çzdt^=:.   f    zdt*=Z,  ..  , 

de        dt*  J  J 

On  a  d'ailleurs 


partant 


2«  = 

c' 

—  > 
I 

e«  — 

2«5 

I 
■~c«— I 

2c'= 

c* 

(e« 

•)* 

2';5  = 

e' 

• 
^      «    • 

et  généralement 

T/*— 

l'équation  (4)  donnera  donc 


I  I  /•  r' 


'_L_    ^tc». 


en  sorte  que  Ton  aura 


a 


jàz 


(.'^■-.y 


pourvu  que»  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion, on  applique  à  la  caractéristique  d  les  exposants  des  puissances 
de  dz  et  que  l'on  change  les  différences  négatives  en  intégrales,  c'est- 
à-dire  qu'au  lieu  de  f  ^  j    on  écrive  ^>  et,  si  n  est  négatif  et  égal 

à  —m,  qu'au  lieu  de  -^rr^  on  écrive  J^zdt^\  on  aura  donc,  avec  ces 
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conditions. 


(e"^-.) 


/» 


et,  comme  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  z,  en  chan- 
geant z  en  Uf  on  aura 

(5)  2'f/--=  ' 


(/*-.) 


V. 
Dans  la  supposition  de  i  =  i,  l'équation  (5)  devient 

lu  =1  — i > 

ou 

en  sorte  que,  en  développant  la  quantité  —— >  on  aura  la  loi  des 

termes  de  la  série  qui  exprime  l'intégrale  finie  de  la  fonction  //.  Cette 
loi  est  très  importante  dans  la  théorie  des  suites;  on  peut  y  parvenir 
directement  de  la  manière  suivante  : 
Supposons 


on  aura,  par  ce  qui  précède, 

^  /"^^  au         ^      d^u         ,      d»e/ 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  la  loi  des  coefficients  q^,  q^,  q^, 
^,,  . . .;  or  il  est  visible  que  Ton  a 


<?*— I 


^'•"*""  1.2.3. ..fii/a'»' 
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pourvu  que  l'on  suppose  a  =  o  après  les  différentiations  ;  on  a  ensuite 


(6) 


a  a 

2  a 


e«— I  ^    *  «        ' 


e' — I        e*-hi 


de  plus,  il  est  clair  que,  si  Ton  suppose  a  =  o  après  les  différentia- 
tions, on  a 


a 

d'^  -a .-      « 


rf» 


e-àii  e*iti 


(d^Y  doL'' 


ce  qui  donne 


a 

a 


d"  -n .       a 


e^±:ï         I         e«±i 


c^a'?  2'*       rfa«      * 


Téquation  (6)  donnera,  par  conséquent. 


e*— I         I        e«— 1         I         e"-hi 


d(x''  2'*      û^a'*  2'»       É^ûc" 

Partant,  si  Ton  suppose  toujours  a  =  o  aprës  les  différentiations,  on 
aura 

d"  -7Ï-—  d'^  -^  n  rf'»-»  — ^— 


parce  que 

m0  ff  V  V 

^n     =z  a  e/'»  — h  n  da  e/'»-*  -tj =:  nda  </"  -*  -r > 


lorsque  l'on  suppose  a  =  o;  donc 


rf»-i      ' 


i.2.3...(/i  — 1)(2«  — O^ia"-» 

OEttPret  de  t.—  \X.  4 1 
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Si  l'on  différentie  présentement  la  quantité  -^ — >  on  trouvera 


d— ^  d^ 


e*-4- 1  —  c«  e*-M        e**— ^ 


et,  en  continuant  de  procéder  ainsi,  on  voit  que  Ton  aura  générale- 
ment 

^"*  e^j^  __  S.e^n-\)i^  A('^et^'')«-4-  A>'»^g<^-»'«+ .  . . 

A,  A<*',  A^^\  . . .  étant  des  coefficients  indépendants  de  a,  et  le  numé- 
rateur du  second  membre  de  cette  équation  ne  renfermant  que  des 
puissances  positives  de  é^,  en  sorte  que  la  plus  petite  des  quantités 
/i  —  I,  li —  2,  n  —  3,  ...  ne  peut  être  zéro  ou  négative.  Pour  déter- 
miner ce  numérateur,  nous  observerons  que  l'on  a 

il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  en  série  la  fonction 

en  rejetant  toutes  les  puissances  de  e*,  qui  sont  zéro  ou  négatives,  et 
dont  les  coefficients  doivent,  par  conséquent,  se  détruire  d'eux- 
mêmes;  or  on  a 

(e«-+-  1)-'  —  e-«(i  -h  c-«)->  —  e-«—  c-*«-h  e-»«—  e-^«-+-. . ., 

partant 


^a"-' 


m:  ±  (<?-«—  2«-*C-««4-  S'»-»^-*»—  4«-'e-*»-h.  .  .), 


le  signe  -i-  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  —  s'il  est  pair;  en 
multipliant  cette  quantité  par  (e'-M)"  et  rejetant  les  puissances 
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négatives  ou  nulles  de  e',  on  aura 

L  1.3  i.a.3        J 


=  Ac<«-«)«4- A<»>ef»-«)«-f-. . . . 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Ac^""*^* -+-...  dans  Téquation  (7),  et 
que  l'on  y  suppose  a  =  o,  on  aura 


I 


__  (2»-l  _  ,1)  ^  fs»-»—  2»-*/l  -4-  — ^1 

4»-»  —  s*»-*  n  -h  a»-*  — ^: î^ ^Aî 

1.2  1.2.3  J 


rf"-»  — î — 


partant 


^""^       i.2.3...(/i  — i)(2'»~-i)a 


±1 


1 

X 


±:  [(n  _  i)«-t  _  (;i  _  2)«-*/i  -h  (n  —  3)  ^^^^'^  "'  "  'l 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  cette  dernière  équation  si  n  est 
pair,  et  l'inférieur  s'il  est  impair. 

La  formule  précédente  n'a  lieu -qu'autant  que  n  est  plus  grand 
que  I,  et  l'on  ne  peut  trouver  par  son  moyen  la  valeur  de  q^;  mais 
cette  valeur  est  très  facile  à  déterminer  en  considérant  que 


I  I  II 


e*  —  I  a*  «       2 

«H 

1 .2 


•    • 


d'où  l'on  tire 


90= -l- 
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Dans  le  cas  où  n  est  impair  et  plus  grand  que  Tunité,  il  est  très 
remarquable  que  l'expression  de  q^^^  se  réduise  toujours  à  zéro;  pour 
le  faire  voir,  nous  observerons  que  si  l'on  ne  considère  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  suivantes  que  les  puissances  {n  —  r)"~\ 
dans  lesquelles  n  —  r  est  positif,  on  aura,  par  la  théorie  connue  des 
différences  finies, 

{n  —  2)'»-»—  n(n  —  3)"-»  4-  ^^^""'^  {n  —  4)""*  -•  •  • 

1    •   a 

=  A''(/l  —  2)'»^>  -h  2'»->—  /l, 

( n  —  3)'»->  —  /i  (/i  -  4)«-» 4-  ^}^:li:J!l  i^n  -  5)«-«  - . . . 

1  •  ^ 


A« (/i  —  3)«-» -+-  S»-»  —  2»-« /i  -h 


I  .2 


De  plus,  on  a  généralement  A"ir"~*  =  o;  en  substituant  ces  valeurs 
dans  l'expression  de  qa-.i,  on  trouvera  facilement  qu'elle  se  réduit  à 
zéro  dans  le  cas  où  n  est  impair,  et  que,  dans  le  cas  où  n  est  pair  et 
égal  à  25,  on  a 


n:  1 


^""■'  1.2.3...(25— l)2»'-^(2*'— I) 


X{        -  [(^  -  '  )*'-'-  25(5  -  2)*'-*-f- .  .  .]  !, 

-4-[(5-2r'->-...] 


expression  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme  très  simple 

±:i 


<]ts-\^ 


I.2.3...(25— l)2*'-l(2*'— 1) 

2  \2/  'L  21.2 

X(  ,  Qv,-    ,r       .  25(25  —  1)  I    25(25  — l)  (25—  2)" 

L  i.a  a  1.2.3 
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le  signe  +  ayant  lieu  dans  ces  deux  formules  si  s  est  impair,  et  le 
signe  —  s'il  est  pair. 

Il  suit  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que  l'expression  de  Iiu  peut 
être  mise  sous  cette  forme 

et  que  l'on  a  généralement 
r [ 


i  i«/-i 


a 

X 


/.      ON*/  1  r  •       21(21  —  1        I   2i(2t  — i)  (ai  — a)"! 


VI. 


Reprenons  les  équations  (3)  et  (5)  des  articles  III  et  lY 


(3) 

(3)  S'«  = 


i/^-J 


Ces  deux  équations  peuvent  être  représentées  par  la  suivante 


(8)  (A 


/  (X—    y 


pourvu  que  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  on  applique  aux 
caractéristiques  A  et  d  les  exposants  des  puissances  de  Au  et  de  du^  et 
que  l'on  change  les  différences  négatives  en  intégrales;  par  exemple 

que  l'on  écrive  S'w  au  lieu  de  àr'u,  et  J^udt^  au  lieu  de  -ipr* 

L'équation  (8)  ayant  lieu,  soit  que  la  puissance  i  de  Au  soit  positive 
ou  qu'elle  soit  négative,  il  en  résulte  qu'une  fonction  quelconque  de 
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au 


Aw  est  égale  à  une  pareille  fonction  de  e  ^'—  i,  pourvu  que  dans  le 
développement  des  deux  fonctions  on  ait  soin  d'appliquer  aux  carac- 
téristiques A  et  ^  les  exposants  des  puissances  de  Au  et  de  du^  et  de 
changer  les  différences  négatives  en  intégrales.  De  ce  théorème  général 
on  peut  tirer  les  deux  corollaires  suivants  : 

partant,  si  î  est  positif,  on  aura 

(9)  a'^=:[log(i-4-Ai/)r, 

et,  si  i  est  négatif  et  se  change  en  —  i,  on  aura 

(10)  --^ 


«'  [log(n-Aa)]' 

En  supposant  t  ~  i,  cette  dernière  équation  pourra  servir  à  déter- 
miner les  surfaces  des  courbes  au  moyen  des  ordonnées  équidistantes. 


2*» 


l-h^U)''  =  \l-\-e    ^^-l)     rrze'^^ 


partant 

or,  si  Ton  désigne  par  les  caractéristiques  A|  et  £«  les  différences  et 
les  intégrales  finies,  lorsque  a,  est  la  différence  finie  de  i/,  on  a,  dans 

le  cas  où  i  est  positif, 

/     au      y 

A',i.-V-"'^^-J, 
et,  dans  le  cas  où  i  est  négatif  et  se  change  en  —  «,  on  a 
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donc 

(II)  A\a=:[(i-+-Aa)^-iJ 

et 

('^)  2\i/.=  - L_ 

[(n-Ai/y*-iJ 

Ces  deux  formules  renferment  la  théorie  des  interpolations  prise  avec 
toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Je  dois  observer  ici  que  les  équations  (3),  (5),  (9),  (10),  (11) 

et  (12)  ont  déjà  été  données  par  M.  de  la  Grange  dans  un  excellent 

Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Sur  une  nouvelle  espèce  de  calcul  relatif  à  la 

différentiation  et  à  l'intégration  des  quantités  variables,  et  qui  est  inséré 

dans  le  Volume  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1772.  Ce  grand 

analyste  y  est  parvenu  au  moyen  d'une  analogie  très  remarquable 

entre  les  puissances  positives  et  les  différences,  et  entre  les  puissances 

négatives  et  les  intégrales;  analogie  qu'il  se  contente  d'observer,  mais 

dont  il  semble  regarder  la  démonstration  comme  très  difficile  {voir  le 

Mémoire  cité,  p.  186  et  igS);  c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  les  démontrer 

ici  par  une  méthode  qui,  si  je  ne  me  trompe,  est  aussi  directe  et  aussi 

simple  qu'on  puisse  le  désirer,  et  qui  de  plus  a  l'avantage  de  faire  voir 

ézpriorilsL  raison  de  cette  analogie  singulière. 

VII. 

Revenons  présentement  au  développement  des  fonctions  en  suites; 
nais,  au  lieu  de  supposer  la  fonction  u  donnée  immédiatement  comme 
dans  l'article  II,  imaginons  qu'elle  soit  une  fonction  de  x,  x  étant 
donné  par  l'équation  aux  différences  partielles 

dx dx 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Cela  posé,  pour 
i^éduire  u  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  à  a,  il  faut  (art.  I) 
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déterminer  la  valeur  de  -5-^  dans  le  cas  de  a  =  0  ;  or  on  a 


du du  dx ^ôu  dx 

doL       ^x  da      ^  dx  dt 


j     dx  dx  .      . 

a  cause  de  ^  —  s  -r- ,  partant 


du 

du       ^  J  ^ 

(a) 


-»         d  Tz  -T-  dx 
du         •/      dx 


doL  dt 


En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a,  on  aura 

d^  fz  —  dx 
d*u ^     dx 

dâ}  "~         dTàôT^  ' 

or  Téquation  (a)  donne»  en  y  changeant  u  en  f  z  ~  dx^ 

d  fz  -T-dx       d  f  z^  -7-  dx 
*/      dx       _     •>'      dx 

ai         ~"  Jt  ' 

partant 


.au 


u  ^       dx 


dx 


da*  dt' 


En  difïérentiant  encore  par  rapport  à  a,  on  aura 

doL'  "~        dt^da       ' 

et,  en  changeant  dans  Téquation  (a)  u  en  js^  ^  dx,  on  aura 

d  I  z^  ^-  dx       d  fz^  -T-  dx 
^      ox       */      ox 

di  ~  Tt         ' 

partant 


du 

'à 
da}  ~  dt* 


,  d^fz^^dx 

'  //  J      dx 


AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES,  ETC.  329 

en  suivant  ce  procédé,  il  est  aisé  de  conclure  généralement 

d**  u  '^  "   dx  *^   dx  dt  '      de 


■^— ^p*"«** 


da»  df"  df"-^  df"-^ 

Supposons  maintenant  qu*en  faisant  a  =  oon  aita7  =  T,  T  élanl 
fonction  de  /;  on  substituera  cette  valeur  dans  z  et  dans  u.  Soient  Z 
et  u  ce  que  deviennent  alors  ces  quantités,  et  l'on  aura,  dans  la  sup- 
position de  a  =  o, 


parlant  (art.  I) 


d'^u 

d" 

-«  Z«^ 

/T»       -^~     _- 

d'- 

•^   dt 

7»      , 

.a. 3. 

...«d/»-'' 

en  sorte  que  Ton  aura,  par  le  même  article, 

,,,  „du       a»  "^'^  dt        «»     "^'^  dt 

dt       1.2       dt  1.2,6      dt^ 


.  *  • . 


11  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  la  fonction  de  /  et  de  a  que  x  repré- 

sente,  en  intégrant  l'équation  aux  différences  partielles  g-  =  5  ^• 
Pour  cela,  on  observera  que 

,         dx  .         àx  ,^       àx .  .  .  . 

da  dt  dt 

en  substituant  au  lieu  de  ^  sa  valeur  s  ^  ;  or  on  a 


dt  -^  Z  doL  =z  d{t  -h  az)  —  a-^dx; 


donc 


j         àx  j.  .  àz  dx  . 

Ceupreê  de  L.  ^  IX.  4^ 


330  MÉMOIRE  SUR  L'USAGE  DU  CALCUL 

partant 

dûc 

oz  ox  ' 

dx  dt 

d'où  l'on  tire  x  =  ç(/  4-  ajs),  ç(/  -h  as)  étant  une  fonction  arbitraire 
de  /  -h  as,  en  sorte  que  la  quantité  que  nous  avons  nommée  T  est  ici 
égale  à  ç(/).  Toutes  les  fois  donc  que  l'on  aura  entre  x  eta  une  équa- 
tion de  la  forme  a:  =  (p(a  -+-  as),  la  valeur  de  u  sera  donnée,  en  vertu 
de  l'équation  (A),  par  une  suite  ordonnée  suivant  les  puissances  de  a, 
pourvu  qu'après  les  différentiations  on  suppose  t  =  a. 

Si  l'on  a  o(a  -h  as)  =  a  4-  as,  on  aura  le  beau  théorème  que  M.  de 
la  Grange  a  trouvé  par  induction  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  17O9,  et  si  de  plus  on  suppose  s  =  i,  on  aura  le  théorème  de 
Taylor,  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  II. 

En  général,  s'il  existe  entre  x  et  as  une  équation  quelconque,  on  y 
substituera  t  au  lieu  do  as,  et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  a?  en  /;  si  l'on 
substitue  ensuite  cette  valeur  dans  s  et  dans  m,  pour  en  former  Z 
et  u,  l'équation  (A)  donnera  l'expression  de  u  en  série,  pourvu  que 
Ton  suppose  /  =  o,  après  les  différentiations. 

VIII. 

On  peut  généraliser  le  théorème  de  l'article  précédent  et  l'étendre  à 
un  nombre  quelconque  de  variables;  pour  cela,  considérons  les  deux 
équations 

a:  =1  9  (/  4-  a  s), 
^i  =  ?i(^4-a,s,), 

S  et  s,  étant  des  fonctions  quelconques  des  quantités  x  etx^^  et  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  développer  une  fonction  quelconque  u  de  ces 
mêmes  quantités  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
et  aux  produits  de  a  et  de  a,;  le  problème  se  réduit  évidemment 
(art.  I)  a  déterminer  le  terme  a''a1*q^^„^  de  cette  suite,  et  l'on  a,  par  le 
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même  article, 


9n,ni        i.a.3. .. /i. 1.2.3.  .. /It' 

pourvu  que  Ton  suppose  a  et  ol^  égaux  à  zé^o,  après  les  différentiations, 
dans  le  second  membre  de  cette  équation;  cela  posé,  en  considérant  u 
comme  fonction  de  x  seul  on  a,  par  l'article  précédent, 

partant 

^»      -  au 


or  on  a 

An         »  ^"  An  ^" 

d£^  _  dt 

pourvu  que  dans  le  résultat  de  la  différentiation  du  second  membre  de 
cette  équation  on  change  z  en  z";  de  plus,  on  a,  par  Tarticle  précé- 
dent, 

du du  ^ 

on  aura  donc,  en  changeant  z  en  z^  dans  l'expression  de  j-  du  second 
membre  de  l'équation  suivante. 


^n-m,  „ 

^1.-1 

£^«.+*  U 

âa'^ 

»l>«î' 

""  d/«-* 

daido^* 

• 

Présentement, 

on 

a 

U  

n    àu 

du 
»    > 

pourvu  que  dans  l'expression  de  j^  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion on  change  z^  en  z1*;  partant,  on  aura 

d^u 


d*"^*»-* 
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pourvu  que  dans  la  double  différentielle  .    >     on  change  5  en  s*  et 

:?,  en  5^*;  si  l'on  y  suppose  ensuite  a  =  o  et  a,  =  o,  on  aura,  toujours 
avec  la  condition  précédente, 

âaâoci 

^"•"•"^  I.Q.3.../l<?^'»-*.I.2.3.../l,  {^/î«-»' 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  généralement  que,  si  Ton  a  les  r  équa- 
tions 

^  =  (p  (^  H-  a  5  ), 


z,  z^,  z^f  ...  étant  fonctions  des  r  quantités  rr,  j?,,  x^^  ...»  et  que  Ton 
propose  de  développer  une  fonction  quelconque  u  de  ces  mêmes  quan- 
tités dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  a,  a,,  a,,  . ..,  si  Ton  nomme  a" a"' a J* . • . y„ „^  „ le  terme  de 

l'ordre  a^a^'a^*. . .  de  cette  suite,  on  aura 

d''u 

^n+n|-f-ii|-4-. .  .-r ^       

â(X  â(Xi  âoLf  .  .  . 

pourvu  que  dans  la  différentielle  ^— ^ — -: on  change  z  en  s'*,  s, 

en  z1\  Z2  en  zl%  ...,  et  qu'ensuite  on  y  substitue  ç(/)  au  lieu  de  x^ 

(p,(i,)  au  lieu  de  a?,,  92(^2)  au  lieu  de  x^,  ...;  tout  se  réduit  donc  à 

déterminer  la  valeur  de  cette  différentielle. 

Si  l'on  ne  considère  qu'une  seule  variable  x,  on  aura,  par  l'article 

précédent, 

du du 

partant,  si  l'on  nomme  u  et  Z  ce  que  deviennent  11  et  2  en  y  substi- 
tuant <f(t)  au  lieu  de  a?,  on  aura 

ât 

^""^  i.a.3.../idr-»' 
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Si  l'on  considère  deux  variables  x  etx,,  on  aura  d'abord 


du         du 
dx      ^  dt' 

d*u 
d(Xi  de 

du            du 
dot,       ^'  de,  ' 

partan  t 

du  dz 


or  on  a 


et,  en  changeant  uen  z  dans  cette  équation»  on  a 

ds  dz 

d^^^^'àt,' 

donc 

d^u    _    ^'^'dT,         du  dz 
doL  da,  "~  ^      dt      '^^'  dt  dt,  ' 

ou 

d^u ^     d^u        ^du  dzt       ^  du  dz 

In  changeant  z  en  5",  5,  en  z\\  et  nommant  u,  Z,  Zi  ce  que  devien- 
Mient  M,  5,  5,,  lorsqu'on  y  substitue  ç(0»  ?i(^)  ^^  '"^^  A%x^x^,  on 
aura 

Si  Ton  considère  trois  variables  XyX^,  x^^  l'équation 

d^u    ^       d^u  du  dzi  du  dz 

dâdxi  ■"  ^^*  dtdti  '^^dTi'àt'^^^'àïdri 

donnera,  en  la  différentrant  par  rapport  à  a^, 

d*u ^^       d*u  d^u  /   dz,  dz\ 

dadoL^doLt^"*'^  dtdtidoit       dtdli\   da^         ^dôî^)      "*' 


or  on  a 


du  du  àz  _^      dz  dz,  dz. 
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d'où  l'on  tirera  facilement  la  valeur  de 


d^u 


^    ^    ^  -;  en  y  changeant 

ensuite  :;  en  z",  i?,  en  3^',  z.^  en  sj«,  et  nommant  u,  Z,  Z,,  Z^  ce  que 
deviennent  w,  5,  :;,,  ^^^  lorsqu'on  y  change  a?, ^,,a?2  en  <p(/),  9i(^0» 
92 (/a),  on  trouvera 


<7i,ni,«t 


I 

1 .2.3. .  ./ie^/'»-^i  .3.3. .  ./i,  d/^»-*.!  .2.3. .  ./^ld/î* 

Z»  Zï»  Z;« 


«i — 1 


4- 


X  ^/i-4-n,-+^»,-3 


.z,z,f) 
.z,z,f) 
-,(z-z.f:  .z-z.f) 


-^  /"z-  Z-  ^''»" 


dit        \  '    <?/d^ 


Zî 


dt 
dZ't'  dZ» 


M 


z; 


dti    dit 

^     df    dit  ^^'  d/, 

dZî'  dZ; 


az»  dZ 

<?Z» 


z« 


<)t    <)/l 


z? 


et  ainsi  de  suite. 


IX. 


En  considérant  d'autres  équations  aux  différences  partielles  entre  x, 
a  et  /,  on  pourrait,  par  la  méthode  de  l'article  VU,  développer  en  série 
une  fonction  quelconque  u  de  x,  et  l'on  trouverait  ainsi  une  infinité 
d'équations  très  générales  entre  x  et  a,  pour  lesquelles  ce  développe- 
ment serait  possible;  mais  on  serait  encore  bien  éloigné  d'avoir  la  so- 
lution du  problème  général  dans  lequel  on  se  propose  dé  développer 
en  série  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  a,  quelle  que  soit  l'équa- 
tion qui  donne  x  en  a,  pourvu  que  la  série  qui  en  résulte  ne  renferme 
que  des  puissances  positives  et  entières  de  a.  Voici,  pour  le  résoudre, 
un  théorème  qui,  par  sa  généralité  et  par  sa  simplicité,  peut  mériter 
l'attention  des  analystes. 
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Soit  ç(a7,  a)  =  o  l'équation  proposée  entre  x  et  a,  et  u  la  fonction 
de  a?  et  de  a  qu'il  s'agit  de  réduire  en  série  ;  on  commencera  d'abord 
par  résoudre  l'équation  (^{x^  o)  =  o,  dans  laquelle  se  change  la  pro- 
posée lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  et  l'on  aura  différentes  racines  qui 
donneront  autant  de  séries  dans  lesquelles  u  pourra  être  développé. 
Soit  a?  —  a  =  o  une  de  ces  racines;  la  quantité  (p(j?,  o)  aura  donc  pour 
facteur  une  puissance  positive  de  o?  —  a,  que  je  suppose  égale  à  i.  Cela 
posé,  si  l'on  nomme  a"^  le  terme  de  l'ordre  a"  de  l'expression  de  u 
réduite  en  série  lorsqu'on  fait  usage  de  la  racine  a?  —  a  =  o,  on  aura 


^'*"  d-«i(x 


^      ^-[^log,(.,a)]) 
I .  a .  3 ...  71  doL'^      ) 


_  __dat^ 

'"       I.2.3.../1  i.2.3...(/i  —  i)idx'^-^ 

en  observant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  :  i°  de  consi- 
dérer les  deux  variables  o?  et  a  comme  indépendantes;  2^  de  supposer 
a  =  o  après  les  différentiations  relatives  k  a,  et  a?  =  a  après  toutes  les 
différentiations. 
Soit,  par  exemple, 

z  étant  fonction  de  x^  et  supposons  u  fonction  de  x  sans  a;  on  trou- 
vera facilement,  en  supposant  a  =  o  après  les  différentiations, 

d»^log(a:  — a  — as)  1 .2.3. .  .(/i  —  nz»  3^ 

ox ôx 

àcfLn  (a?  — a)"  ' 

De  plus,  on  a  ^  =  o  et  «  =  I,  partant 

ox 

^"~"  1.2.3. ../i(?a?«-»' 

ce  qui  est  conforme  à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  VII. 
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PRÉCESSION  DES  ËQUINOXES  ? 


Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1777;  1780. 


I. 

La  Terre  se  meut  à  très  peu  près  d'une  manière  uniforme  autour 
d'un  de  ses  axes  principaux  de  rotation;  mais»  cette  planète  n*étant 
pas  exactement  sphérique»  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  produit 
dans  son  mouvement  sur  elle-même,  et  dans  la  position  de  son  axe,  de 
légères  variétés  dont  la  partie  la  plus  sensible  a  été  observée  sous  les 
noms  de  précession  des  équinoxes  et  de  nutation  de  l'axe  terrestre.  D'il- 
lustres géomètres  ont  soumis  ce  phénomène  à  l'analyse,  dans  le  cas  où 
la  Terre  serait  entièrement  solide,  en  supposant  d'ailleurs  une  diffé- 
rence quelconque  très  petite  dans  les  moments  d'inertie  par  rapport  à 
ses  trois  axes  principaux,  et  il  est  remarquable  que  l'on  retrouve  con- 
stamment les  mêmes  lois  de  précession  et  de  nutation,  quelle  que  soit 
cette  différence;  mais  il  se  présente  ici  une  question  bien  importante 
à  résoudre  et  qui  consiste  à  savoir  si  ces  lois  subsistent  encore  dans  le 
cas  de  la  nature,  où  l'Océan  recouvre  une  grande  partie  de  la  surface 
du  globe. 

Les  eaux  de  la  mer  cédant,  en  vertu  de  leur  fluidité,  aux  attractions 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  il  semble  au  premier  coup  d'œil  que  leur  réac- 
tion ne  peut  influer  sur  les  mouvements  de  l'axe  de  la  Terre;  aussi 
voyons-nous  qu'elle  a  été  entièrement  négligée  par  tous  ceux  qui,  jus- 

{})  La  le  18  août  1779. 
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qu'à  présent,  se  sont  occupés  de  cet  objet  :  ils  sont  même  partis  de  la 
pour  concilier  les  quantités  observées  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion  avec  les  mesures  des  degrés  terrestres,  ce  qui  parait  en  effet 
impossible  lorsqu'on  regarde  la  Terre  comme  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution entièrement  solide. 

Cependant  un  plus  profond  examen  de  cette  matière  nous  montre 
que  la  fluidité  des  eaux  n'est  pas  une  raison  suffisante  pour  négliger 
leur  effet  sur  la  précession  des  équinoxes;  car  si,  d'un  côté,  elles 
obéissent  à  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  d'un  autre  côté  la  pesan- 
teur les  ramène  sans  cesse  vers  l'état  de  l'équilibre  et  ne  leur  permet 
de  faire  que  de  très  petites  oscillations  :  il  est  donc  possible  que,  par 
leur  attraction  et  leur  pression  sur  le  sphéroïde  qu'elles  recouvrent, 
elles  communiquent  au  moins  en  partie  à  l'axe  de  la  Terre  les  mou- 
vements qu'il  en  recevrait  si  elles  venaient  à  se  consolider.  On  peut 
d'ailleurs  s'assurer  par  un  raisonnement  fort  simple  que  leur  réaction 
est  du  même  ordre  que  l'action  directe  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
partie  solide  de  la  Terre. 

Imaginons  pour  cela  que  cette  planète  soit  homogène  et  de  même 
densité  que  la  mer;  supposons,  de  plus,  que  les  eaux  prennent  k 
chaque  instant  la  figure  qui  convient  à  l'équilibre  de  toutes  les  forces 
qui  les  animent  et  voyons  quel  doit  être  l'effet  de  leur  réaction  dans  ces 
deux  hypothèses.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  supposait  la  Terre  devenir 
tout  à  coup  entièrement  fluide,  elle  conserverait  toujours  la  même 
figure,  et  le  fluide  renfermé  dans  un  canal  quelconque  rentrant  en 
lui-même  et  pris  dans  son  intérieur  resterait  en  repos;  il  ne  pourrait 
donc  y  avoir  aucune  tendance  au  mouvement  dans  l'axe  de  rotation; 
or  il  est  visible  que  cela  doit  encore  subsister  dans  le  cas  où  une  partie 
de  cette  masse  formerait,  en  se  consolidant,  le  sphéroïde  que  recouvre 
la  mer.  Les  hypothèses  précédentes  servent  de  fondement  aux  théories 
de  Newton  sur  la  figure  de  la  Terre  et  sur  le  reflux  de  la  mer,  et  il  est 
assez  remarquable  que,  dans  le  nombre  infini  de  celles  que  l'on  peut 
faire  sur  les  mêmes  objets,  ce  grand  géomètre  en  ait  choisi  deux  qui 
ne  donnent  ni  précession,  ni  nutation,  la  réaction  des  eaux  détruisant 
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alors  l'effet  direct  de  Taction  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde 
terrestre,  quelle  que  soit  la  figure;  il  est  vrai  que  ces  hypothèses,  et 
surtout  la  dernière,  sont  peu  conformes  à  la  nature;  mais  on  voit  a 
priori  que  l'effet  de  la  réaction  des  eaux,  quoique  différent  de  celui 
qui  a  lieu  dans  les  suppositions  de  Newton,  est  cependant  du  même 
ordre.  Les  recherches  que  j'ai  faites  sur  les  oscillations  de  la  mer  et 
de  l'atmosphère  m'ont  fourni  le  moyen  de  le  déterminer  dans  les  véri- 
tables hypothèses  de  la  nature,  et  j'ai  trouvé  qu'il  ne  changeait  rien 
aux  lois  connues  de  la  précession  et  de  la  nutation,  mais  qu'il  pouvait 
influer  très  sensiblement  sur  la  quantité  de  ce  phénomène.  Toutes  les 
oscillations  de  la  mer  ne  concourent  pas  à  cet  effet;  la  partie  de  ces 
oscillations  dont  il  dépend  est  celle  qui  produit  la  différence  des  deux 
marées  d'un  même  jour;  et  quoique,  dans  le  cas  général  où  la  Terre  est 
un  sphéroïde  quelconque  de  révolution  recouvert  par  la  mer,  il  soit 
presque  impossible  de  la  déterminer,  il  est  aisé  d'y  parvenir  lorsque 
la  figure  du  méridien  est  une  ellipse,  et  l'on  peut  facilement  en  con- 
clure la  véritable  quantité  de  la  précession  et  de  la  nutation  en  faisant 
entrer  dans  le  calcul  la  réaction  des  eaux.  Les  formules  que  j'ai  trou- 
vées dans  ce  cas  particulier  font  sentir  d'une  manière  incontestable  la 
nécessité  d'y  avoir  égard;  mais  il  en  résulte  que,  la  différence  de  deux 
marées  consécutives  étant  presque  nulle,  suivant  les  observations, 
l'effet  de  cette  réaction  doit  être  insensible,  et  qu'il  ne  peut  servir  k 
concilier  les  mesures  des  degrés  terrestres  avec  les  quantités  obser- 
vées de  la  précession  et  de  la  nutation,  ce  qui  serait  encore  vrai  quand 
on  le  supposerait  très  considérable  ;  car  j'ai  fait  voir,  dans  les  recherches 
citées,  que  l'ellipticité  de  la  Terre  entière  que  l'on  conclut  des  obser- 
vations sur  les  mouvements  de  son  axe  est  indépendante  de  tout  ce 
qui  a  rapport  au  fluide  (voir  les  Mémoires  de  V Académie,  année  1776, 
p.  257)  (*).  Ce  dernier  résultat  m'a  conduit  au  théorème  suivant,  qui 
peut  mériter  l'attention  des  géomètres. 

Si  l'on  suppose  que  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  recouvert  par 

(>)  Œuvres  de  Laplace,  T.  IX,  p.  269. 
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la  mer,  la  fluidité  des  eaux  ne  nuit  en  rien  à  V effet  des  attractions  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  précession  et  la  nutation,  en  sorte  que  cet  effet 
est  entièrement  le  même  que  si  la  mer  formait  une  masse  solide  avec  la 
Terre. 

Il  est  naturel  de  penser  que  ce  théorème  n'est  pas  borné  à  la  seule 
supposition  de  Tellipticité  du  sphéroïde  terrestre,  et  qu'il^a  générale- 
ment lieu,  quelle  que  soit  la  figure  de  ce  sphéroïde;  mais  il  parait 
presque  impossible  de  le  démontrer  par  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage, 
à  cause  de  la  diflîculté  de  déterminer  généralement  la  partie  des  oscil- 
lations de  la  mer  qui  influe  sur  la  précession  des  équinoxes;  j'y  suis 
heureusement  parvenu  par  une  méthode  nouvelle  et  très  simple,  entiè- 
rement indépendante  de  cette  détermination,  et  qui  d'ailleurs  a  l'avan- 
tage de  s'étendre  au  cas  de  la  nature,  dans  lequel,  aux  irrégularités 
de  la  figure  et  de  la  profondeur  de  la  mer,  se  joignent  une  infinité 
d*obstacles  qui  en  altèrent  les  oscillations.  C'est  le  développement  de 
cette  méthode  qui  fait  Tobjet  de  ce  Mémoire;  mais,  avant  que  de  l'ex- 
poser, je  vais  démontrer  le  théorème  précédent  par  mes  formules,  dans 
le  cas  de  l'ellipticité  de  la  Terre. 

II. 
Soient 

q'  l'ellipticité  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre; 

q-^-q'  celle  de  la  Terre  entière  ; 

A^*^  sa  densité  moyenne  ; 

A  celle  des  eaux; 

€  l'ellipticité  de  la  couche  de  niveau  du  sphéroïde  terrestre  dont  le 

demi  petit  axe  est  r; 
R  la  densité  de  cette  couche  ; 

•—  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur. 

Soient  de  plus 

p  la  précession  des  équinoxes,  lorsqu'on  a  égard  à  la  réaction  des  eaux  ; 
p'  cette  même  précession,  lorsqu'on  n'y  a  aucun  égard; 


p 
p 
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■ 
on  aura  (voir  les  Mémoires  de  l'Académie,  année  1 776,  p.  253)  (  '  ) 

Si  l'on  nomme  ensuite  p''  la  précession  des  équinoxes,  lorsque  l'on 
considère  la  mer  comme  formant  une  masse  solide  avec  la  Terre,  il 
est  facile  de  s'assurer»  par  l'endroit  cité»  que  l'on  a 

T'^      ffid(Qr^)      ' 

ainsi»  pour  faire  voir  qne  p''=Pf  il  suffit  de  prouver  que 
On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme  suivante 

(g  4-  7')  (ioA<»)—  6A)  =  6/Rrf(6r*)  —  6Agr'-+-  —  A<«). 

s 

Or  cette  derniëre  équation  est  la  même  que  l'équation  (36)  de  la 
page  257  (*)  des  Mémoires  cités  et  résulte  de  l'équilibre  des  eaux  de 
la  mer. 

Voici  maintenant  la  méthode  que  j'ai  annoncée  dans  l'article  précé- 
dent, et  qui,  comme  on  va  le  voir,  n'est  limitée  par  aucune  supposition 
sur  la  figure  de  la  Terre. 

III. 

C'est  un  principe  général  de  Dynamique,  facile  à  démontrer,  que,  si 
l'on  projette  sur  un  plan  fixe  chaque  molécule  d'un  système  de  corps 
qui  réagissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque;  si,  dv 
plus»  on  mène  de  ces  projections  à  un  point  fixe  sur  le  plan  des  lignes 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  T.  EX,  p.  a64. 
(«)  Ihid.,  p.  169. 
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que  nous  nommerons  nij^o/i^  vecteurs,  la  somme  des  produits  de  chaque 
molécule  par  l'aire  que  décrit  son  rayon  vecteur  est  proportionnelle  au 
temps,  en  sorte  que,  si  Ton  nomme  A  cette  somme  et  t  le  temps,  on 
aura  A  =  ht,  h  étant  un  coefficient  constant. 

Ce  principe,  dont  nous  sommes  redevables  à  M.  le  chevalier  d'Arci, 
a  dans  la  question  présente  un  grand  avantage  sur  les  autres  principes 
du  même  genre,  tels  que  ceux  de  la  conservation  des  forces  vives  et 
de  la  moindre  action,  en  ce  que  ces  derniers  supposent  que  les  chan- 
gements qui  arrivent  dans  le  système  se  font  par  des  nuances  insen- 
sibles et  qu'il  n'y  a  point  de  passage  brusque  d'un  état  à  un  autre;  au 
lieu  que  le  premier  est  également  vrai,  dans  le  cas  où  il  y  aurait  de 
semblables  passages,  et  c'est  ce  qui  arrive  sur  la  Terre,  où  les  oscilla- 
tions des  eaux  qui  la  recouvrent  en  grande  partie  sont  altérées  par  le 
frottement  du  fond  de  la  mer  et  par  la  résistance  des  rivages. 

Si  le  système  est  soumis  à  l'action  de  forces  étrangères,  A  ne  sera 
plus  proportionnel  au  temps  /,  et  par  conséquent  l'élément  dt  du  temps 
étant  supposé  constant,  la  valeur  de  ^A  ne  sera  plus  constante;  pour 
déterminer- sa  variation,  on  supposera  que  toutes  les  molécules  du 
système  sont  en  repos  et  on  les  considérera  comme  étant  isolées;  on 
fera  ensuite  une  somme  de  tous  les  produits  de  chaque  molécule  par 
l'aire  que  décrirait  son  rayon  vecteur,  dans  l'instant  fif/,  en  vertu  des 
forces  extérieures  qui  la  sollicitent,  et  cette  somme  sera  égale  kcPA; 
car  il  résulte  du  principe  que  nous  venons  d'exposer  que  la  réaction 
des  différents  corps  du  système  ne  doit  rien  changer  à  cette  valeur 
derf^A. 

Concevons,  cela  posé,  une  masse  en  partie  fluide  et  qui  tourne 
autour  d'un  axe  quelconque;  supposons  qu'elle  vienne  à  être  sollicitée 
par  des  forces  attractives  infiniment  petites  de  l'ordre  a  et  qui  laissent 
en  repos  son  centre  d'inertie;  si  l'on  fait  passer  par  ce  centre  un  plan 
fixe  que  nous  prendrons  pour  plan  de  projection  et  que  Ton  fasse 
partir  de  ce  même  point  les  rayons  vecteurs  des  différentes  molé- 
cules; la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  par  l'aire  qu*aura 
décrite  son  rayon  vecteur  sera,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a*,  la  même 
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que  si  la  masse  eût  été  entièrement  solido.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit 
de  prouver  que  la  valeur  de  ^  A  sera  la  même  dans  la  supposition  de 
la  masse  en  partie  fluide  et  dans  celle  de  la  masse  entièrement  solide; 
or,  si  Ton  considère  qu'après  un  temps  quelconque  la  figure  de  la 
masse  et  la  manière  dont  elle  se  présente  à  l'action  des  forces  attrac- 
tives ne  peuvent  différer  dans  ces  deux  hypothèses  que  de  quantités 
de  l'ordre  a;  si  l'on  se  rappelle  d'ailleurs  que  ces  forces  ne  sont  elles- 
mêmes  que  de  l'ordre  a,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  différence 
des  valeurs  de  ésPA,  dans  ces  mêmes  hypothèses,  ne  peut  être  que 
de  l'ordre  a^,  et  qu'ainsi  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre 
on  pourra  supposer  nulle  la  différence  des  valeurs  correspondantes 


-»^i 


IV. 


Imaginons  présentement  que  la  masse  dont  nous  venons  de  parler 
soit  la  Terre  elle-même,  que  nous  regarderons  d'abord  comme  un  sphé- 
roïde de  révolution  très  peu  différent  d'une  sphère  et  recouvert  d'un 
fluide  de  peu  de  profondeur  :  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  excitera 
dans  le  fluide  des  oscillations  et  des  mouvements  dans  le  sphéroïde; 
mais  ces  mouvements  et  ces  oscillations  doivent,  par  ce  qui  précède, 
être  tellement  combinés  que,  après  un  temps  quelconque,  la  valeur 

de  -r-  qui  en  résulte  soit  la  même  que  si  la  Terre  eût  été  entièrement 

solide.  Cherchons  d'abord  cette  valeur  dans  cette  dernière  supposition. 
Pour  cela,  soient,  à  l'origine  du  mouvement, 

e  l'inclinaison  de  l'axe  réel  de  rotation  au-dessus  d'un  plan  fixe  que 

nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique; 
9  l'angle  que  forme  l'intersection  de  ce  plan  et  de  l'équateur  avec 

une  droite  invariable  prise  sur  le  plan  de  l'écliptique  et  qui  passe 

par  le  centre  d'inertie  de  la  Terre; 
nt  le  mouvement  de  rotation  de  cette  planète  ; 

il  est  clair  que  tous  les  changements  qui  arriveront  dans  le  mouve- 
ment du  sphéroïde  après  le  temps  t  se  réduisent  aux  variations  de  e, 

OEuvres  de  L.  —  IX. 
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ç  et  /?.  Supposons  conséquemment  que,  après  ce  temps,  e  se  change 
en  £  -f-  aSe,  o  en  ©  -h  aSç  et  n  en  n-h  0L8n;  on  sait,  par  la  théorie 
de  la  précession  des  équinoxes,  que  les  seuls  termes  auxquels  il  soit 
nécessaire  d'avoir  égard  sont  ceux  qui  croissent  proportionnellement 
au  temps  ou  ceux  qui,  étant  périodiques,  sont  multipliés  par  des 
sinus  ou  des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par 
les  coefficients  du  temps  t  dans  ces  angles  :  de  là  vient  que,  parmi  les 
termes  périodiques  qui  entrent  dans  les  formules  de  la  précession  et 
de  la  nutation,  il  n'y  a  de  sensibles  que  ceux  qui  dépendent  du  mou- 
vement des  nœuds  de  l'orbite  lunaire.  On  peut  donc,  en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  supposer  Se,  Sç  et  on  constants  pendant  un  très  petit' 
intervalle,  comme  celui  d'un  jour,  et  qu'ils  ne  changent  que  d'un  jour 
à  l'autre. 

Concevons  maintenant  que  le  plan  fixe  sur  lequel  on  projette  les 
mouvements  des  molécules  de  la  Terre  passe  par  son  centre  et  forme 
l'angle  6  avec  l'écliptique,  et  que  l'intersection  de  ces  deux  plans 
forme  l'angle  tj  avec  la  droite  invariable  d'où  oous  faisons  commencer 
l'angle  ç;  on  aura  durant  le  premier  jour  et  en  supposant  e,  9  et  /i 
constants 

-cil  -  ^' 

M  étant  fonction  de  e,  <p,  n  et  des  quantités  0  et  cr  qui  déterminent  la 
position  du  plan  de  projection.  Apres  un  nombre  quelconque  de  jours, 

cette  valeur  de  -^  ne  sera  plus  égale  à  M;  mais  il  est  visible  qu'elle 

sera  pareille  fonction  de  <p  -4-  aSç,  e  h-  aoe  et  n-{-  aS/i,  que  M  l'est 

de  ç,  £  et  /i  ;  si  donc  on  désigne  par  a  S -^7  la  variation  de  -rr  après  un 

temps  quelconque,  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a', 

al  ^  ÔQ  ôs  on 

Quoique  la  connaissance  de  M  ne  soit  pas  nécessaire,  nous  allons 
cependant,  pour  plus  de  clarté,  le  déterminer;  on  peut,  dans  ce 
calcul,  regarder  sans  erreur  sensible  la  Terre  comme  une  sphère. 
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Soient  donc  2H  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  de  cette 
sphère  par  le  carré  de  sa  distance  à  Taxe  de  rotation  et  *]f  Tinclinaison 
du  plan  de  projection  sur  Téquateur  terrestre;  il  est  aisé  de  voir  que 
l'on  aura 

M  ~  /iHcosi]/; 

or  on  trouvera  facilement,  par  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphé- 

ri  que, 

cosi|;  =  cosdsin£  -+-  sin9cos£COS(,cï--  9); 

l'expression  précédente  de  aS^  deviendra  ainsi 

«8^  =  a/iB[{i9  sindcosE  sin(cj  —  9) 
(0  {  ■+■  5e[cos9cos£  —  sinôsine  cos(Tsy  —  9)] j 

-H  aHd/t[cosdsins  -+-  sin^coss  cos(bj  —  9)]. 

Cherchons  présentement  l'expression  de  cette  quantité,  dans  le  cas  où 
la  Terre  est  un  sphéroïde  recouvert  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur. 
Soient  S9',  Se'  et  8n'  les  variations  de  ç,  e  et  /i,  relativement  au 
s^phéroide,  en  ne  conservant  dans  l'expression  de  ces  variations  que 
les  termes  ou  proportionnels  au  temps,  ou  multipliés  par  des  sinus  et 
des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par  le  coefli- 
cient  du  temps  dans  ces  angles;  il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  qu'il 

^n  résulte  dans  la  valeur  de  -j-  une  variation  à  très  peu  près  égale  à 

a/iH|d9'sindcos£sin(i!j—  9)  4-  àfi'[cos0cos£  —  sindsin£  cos(gj  -  9)]] 
4-  aB  d/i'[cos0 sinfi  -h  sind  cos£  cos(gi  —  9)], 

le  peu  de  profondeur  du  fluide  permettant  de  regarder  2 H  comme 
représentant  encore  le  produit  de  chaque  molécule  du  sphéroïde  par 
le  carré  de  sa  distance  à  Taxe  de  rotation.  Pour  avoir  la  variation 

totale  de  ^>  il  faut  ajouter  à  la  variation  précédente  celle  qui  résulte 

du  mouvement  du  fluide  et  que  nous  désignerons  par  a  SL;  or  on  a  vu 

ci-dessus  que  la  variation  entière  de  -j-  est  égale  à  celle  que  donne 

Véquation  (i)  et  qui  aurait  lieu  si  le  fluide  qui  recouvre  la  Terre  for- 
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mait  une  masse  solide  avec  elle;  on  aura  donc,  en  égalant  ces  deux 
variations, 

/  o  =  a/iHJ      ((Î9'  — 39)sin0cosesin(Gy— <p) 
(2)    <  -f-  (8e'  —  de)  [cos^cose  —  sindsine  cos(cj  — 9)]  [ 

(  H-  (xYi{dn'—dn)  [ces 0  sine  ■+■  sin0cosecos(cj  —  ?)]  -^  xàL. 

m 

I 

V. 

Les  seuls  termes  de  l'expression  de  aSL  auxquels  il  faille  avoir 
égard  sont  ceux  qui  sont  proportionnels  au  temps  ou  qui  renferment 
des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés 
par  le  coefficient  du  temps  dans  ces  angles;  et,  si  l'on  parvenait  à  les 
connaître,  l'équation  précédente  étant  vraie,  quels  que  soient  0  et  tj, 
donnerait  les  valeurs  de  Sç',  Se'  et  Bn'  en  fonctions  de  ces  termes  et 
des  quantités  S9,  Se  et  o/i,  qu'il  est  toujours  facile  de  déterminer  par 
les  méthodes  connues.  Il  est  visible  que,  dans  le  calcul  de  ces  termes 
de  aSL,  on  peut  supposer  nulles  les  variations  du  mouvement  du 
sphéroïde  terr^tre,  parce  que  les  petites  quantités  qui  en  résultent 
dans  aSL  sont,  par  rapport  à  ces  variations,  du  même  ordre  que  le 
rapport  de  la  masse  du  fluide  à  celle  du  sphéroïde.  On  peut  ensuite, 
dans  le  calcul  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer, 
négliger  la  partie  de  ces  attractions,  dont  la  résultante  passe  par  le 
centre  du  sphéroïde  et  qui  tiendrait,  par  conséquent,  les  eaux  en 
équilibre  autour  de  ce  centre,  si  elles  venaient  à  se  consolider;  car 

il  est  clair  que,  en  vertu  de  cette  force,  la  variation  de  -^  serait  nulle 

dans  cette  hypothèse,  et,  par  ce  qui  précède,  l'état  de  fluidité  de  la  mer 
ne  peut  influer  sur  cette  variation.  Quant  à  l'autre  partie  des  attrac- 
tions solaire  et  lunaire,  il  suit  de  mes  recherches  sur  le  flux  et  le 
reflux  de  la  mer,  que  c'est  d'elle  seule  dont  dépend  la  difierence  des 
marées  d'un  même  jour  (voir  les  Mémoires  de  l' Académie,  année  1775, 
p.  i63,  et  année  1776,  p.  196)  (*);  or,  sans  être  en  état  de  déterminer 

(*)  Œuvres  de  Lnplace,  t.  IX,  p.  i63  et  p.  207. 
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les  oscillations  qui  en  résultent,  pour  toutes  les  hypothèses  de  pro- 
fondeur et  de  densité  de  la  mer»  on  voit  cependant  très  clairement 
que  les  quantités  qui  déterminent  ces  oscillations  ne  renferment  ni 
termes  proportionnels  au  temps,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  crois- 
sant très  lentement  et  divisés  par  le  coefficient  du  temps  dans  ces 
angles  :  donc,  si  Ton  désigne  par  a?,  j,  z  les  trois  coordonnées  rec- 
tangles qui  déterminent  la  position  d'une  molécule  fluide  que  nous 
représenterons  par  rfm,  au-dessus  du  plan  de  projection;  x^  y,  s, 

du      /iv     ds 

ainsi  que  ^>  ^>  ^>  ne  renfermeront  aucun  terme  semblable,  et 
cela  sera  encore  vrai  de  la  différentielle  ^  ^^T/^  ^  dm  et  de  son 

at 

intégrale  j  dm^  '^~dt^  ^  étendue  à  toute  la  masse  fluide  :  or,  cette 
intégrale  représentant  la  partie  de  -jr  qui  est  relative  au  fluide,  il  en 

résulte  que  sa  variation  a  8L  ne  renferme  aucun  terme  de  la  nature 
de  ceux  dont  il  s'agit.  On  peut  donc  effacer  aSL  de  l'équation  (2)  de 
l'article  précédent,  ce  qui  la  réduit  à  celle-ci 

10=     «(^9'—  d<p)sindcosesin(GT--  9) 
-h  n(i6'  —it  )  [cosdcose  —  sindsine  cos(gj  —  9)] 
-h    (3/i'— (î/i)[cos0sin6  H-  sîn9cos£Cos(c3  —  9)]. 

Cette  équation  ayant  lieu,  quels  que  soient  6  et  a,  nous  pouvons  y 
supposer  d'abord  u  =  ç  et  6  =  90®—  t\  elle  donnera 

d/i' — 5/1 1=  o         ou         in!  7=.^n^ 

ce  qui  change  l'équation  (3)  dans  la  suivante 

(  0=  (39'  — 3©)siQ0cosesin(Bj  — 9) 

(4)  ^  Y         ./  V  y; 

(  -h  ((îe'— âs)[cos9cosÉ  — sinôsinecos(tïj  —  9)]. 

En  supposant  dans  cette  dernière  équation  6  ===  o,  on  aura 

o  =  de'  —  4e        ou        de'  =  ie, 

et  l'équation  (4)  devient 

o  =  (^9'—  ^9)  sind  cose  8in(©  —  9). 
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Partant,  80'  =  89;  on  aura  donc  les  trois  équations 

d(p'=:Ô!p,         ds'—de        et        dn'—in; 

d'où  il  suit  que  les  variations  du  mouvement  du  sphéroïde  terrestre 
recouvert  d'un  fluide  sont  les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une  masse 
solide  avec  la  Terre,  et  qu'ainsi  la  précession  et  la  nutation  sont  entiè- 
rement égales  dans  ces  deux  hypothèses. 

VI. 

Quoique  la  démonstration  précédente  soit  fondée'  sur  la  supposition 
que  la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution  recouvert  par  la  mer,  il 
ne  parait  pas  cependant  impossible  de  l'étendre  au  cas  de  la  nature, 
dans  lequel  la  figure  de  la  Terre  et  la  profondeur  de  la  mer  sont  très 
irréguliëres,  et  les  oscillations  des  eaux  sont  altérées  par  un  grand 
nombre  d'obstacles;  car  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  aSL  ne  ren- 
ferme alors  ni  terme  proportionnel  au  temps,  ni  sinus  ou  cosinus 
d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par  le  coefficient  du  temps 
dans  ces  angles.  Cela  parait  d'abord  incontestable,  relativement  aux 
termes  proportionnels  au  temps;  car  on  voit  a  priori  que  les  oscilla- 
tions de  la  mer,  et  par  conséquent  la  valeur  de  -^  qui  lui  est  relative, 

seront  les  mêmes  lorsque  les  circonstances  du  mouvement  de  l'astre 
se  retrouveront  entièrement  semblables  :  la  différence,  s'il  v  en  avait 
quelqu'une,  ne  pourrait  venir  que  de  la  position  et  de  la  vitesse  des 
eaux  à  l'origine  du  mouvement;  mais  cette  vitesse  a  dû  être  détruite 
depuis  longtemps  par  toutes  les  résistances  que  la  mer  éprouve,  en 
sorte  qu'il  serait  impossible,  par  l'état  présent  de  son  mouvement,  de 
fixer  cette  origine,  que  l'on  pourrait  supposer  plus  ou  moins  éloignée 
sans  qu'il  en  résultât  aucun  changement  dans  les  oscillations  actuelles 
de  la  mer. 

11  suit  de  là  que,  si  les  éléments  de  l'orbite  de  l'astre  attirant  sont 

invariables,  l'expression  de  -j-i  relative  au  fluide,  ne  renfermera 
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aucun  terme  proportionnel  au  temps,  mais  qu'elle  sera  une  fonction 
de  ces  éléments  et  de  quantités  périodiques  dépendantes  du  mouve- 
ment de  cet  astre  et  de  la  rotation  de  la  Terre  :  cette  fonction  repré- 
senterait encore  à  très  peu  près  la  valeur  de  -^»  si  quelqu'un  de  ces 

éléments,  tel  que  la  position  du  nœud  de  l'orbite,  venait  à  varier 
d'une  manière  presque  insensible,  comme  il  arrive  pour  la  Lune;  il 
suffirait  alors  de  regarder  cet  élément  comme  variable,  ce  qui  peut,  à 
la  vérité,  introduire  dans  l'expression  de  a  SL  des  sinus  et  des  cosinus 
de  la  distance  angulaire  du  nœud  de  l'orbite  lunaire  à  l'équinoxe  du 
printemps,  mais  sans  être  divisés  par  le  coefticient  du  temps  dans  cet 
angle,  comme  cela  serait  nécessaire,  pour  qu'elle  pût  influer  sur  la 
précession  et  sur  la  nutation.  Il  est  donc  généralement  vrai  que  de 
quelque  manière  que  les  eaux  réagissent  sur  la  Terre,  soit  par  leur 
attraction,  ou  par  leur  pression,  ou  par  le  frottement  et  la  résistance 
des  côtes,  elles  communiquent  à  l'axe  de  la  Terre  un  mouvement  à 
très  peu  près  égal  à  celui  qu'il  recevrait  de  l'action  directe  du  Soleil 
et  de  la  Lune  sur  la  mer,  si  on  la  supposait  former  une  masse  solide 
avec  la  Terre.  On  peut  comparer  l'effet  des  oscillations  des  eaux  sur  la 
précession  des  équinoxes  à  celui  des  vibrations  insensibles  que  l'ac- 
tion de  la  gravité,  et  généralement  toutes  les  forces  de  la  nature,  exci- 
tent dans  les  corps  même  les  plus  solides  et  qui  ne  les  empêchent  pas 
de  se  mouvoir  comme  s'ils  étaient  parfaitement  durs,  conformément 
au  même  principe  dont  nous  avons  fait  usage  dans  ces  recherches, 
savoir,  que  la  réaction  de  leurs  molécules  les  unes  sur  les  autres  n'al- 
tère point  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  par  l'aire  que 
décrit  son  rayon  vecteur  sur  un  plan  fixe  quelconque. 

VII. 

Considérons  la  Terre  comme  étant  entièrement  solide,  et  reprenons 
l'équation  (i)  de  l'article  IV;  si  l'on  choisit  pour  plan  fixe  celui  de 
Téquateur  terrestre  à  l'origine  du  mouvement,  on  aura 

Bj  -  o        et        0  —  90**—  s; 
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Féquation  (i)  deviendra  donc 


ad-r-  =  alidn, 
dt 

ce  qui  donne,  en  la  diiTérentiant, 

?krf*A 

Maintenant  il  résulte  de  l'article  III  que  «S-^  est  égal  à  la  somme 

des  produits  de  chaque  molécule  par  Taire  que  son  rayon  vecteur, 
projeté  sur  le  plan  de  Téquateur,  décrirait  dans  Tinstant  dt,  en  vertu 
des  attractions  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes  :  or,  sans  prendre 
la  peine  de  calculer  cette  aire,  on  conçoit  aisément  qu'elle  ne  peut 
être  exprimée  que  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

p  %m(rnt  -\-  m/-+-E), 

/i  et  E  étant  constants,  r  étant  un  nombre  entier  ou  zéro  et  m  étant  nul 
ou  dépendant  du  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  son  orbite.  Si  Ton 
suppose  ce  mouvement  extrêmement  petit,  en  sorte  que,  dans  l'inter- 
valle d'un  jour,  on  puisse  regarder  l'astre  comme  immobile,  la  somme 
des  termes  dans  lesquels  r=  o  pourra,  dans  le  même  intervalle,  être 
représentée  par  une  constante  C;  mais  il  est  visible  que,  lorsque  la 
molécule,  par  la  révolution  de  la  Terre  sur  elle-même,  aura  pris  de 
l'autre  côté  du  méridien  de  l'astre  une  situation  semblable  à  celle 

qu'elle  a  dans  le  moment  présent,  la  partie  de  «S-^  qui  lui  est  rela- 
tive sera  exactement  la  même  avec  une  figure  contraire,  ce  qui  ne 
peut  être,  à  moins  que  l'on  n'ait  C  =  o.  Partant,  «ô -^ ,  ne  renferme 

ni  terme  constant,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  croissant  très  lente- 
ment, d'où  il  suit  que  aS/i  ne  renferme  point  de  pareils  sinus  ou 
cosinus,  ni  aucuns  termes  proportionnels  au  temps;  le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre  ne  reçoit  donc  point  de  variation  sensible  de 
l'action  des  corps  célestes,  et,  comme  la  valeur  de  a£/i  est,  par  ce  qui 


MÉMOIRE  SUR  LÀ  PRÉCESSION  DES  ËQUINOXES.  3S3 
précède,  encore  la  même  lorsque  la  Terre  est  recouverte  d'un  fluide 
de  peu  de  profondeur,  on  voit  que  l'action  de  ces  différents  corps  sur 
cette  planète  et  sur  les  eaux  qui  la  recouvrent  n'altère  point  l'unifor- 
mité de  son  mouvement  de  rotation, 

VIII. 

Je  terminerai  ces  recherches  par  la  remarque  suivante  sur  l'axe  réel 
de  rotation  de  la  Terre.  La  position  de  cet  axe  dans  l'espace  est. 
comme  on  l'a  vu,  la  même  dans  le  cas  où  la  Terre  est  entièrement 
solide,  et  dans  celui  de  la  nature  où  elle  est  recouverte  en  partie  d'un 
fluide  de  peu  de  profondeur;  mais  sa  situation  par  rapport  à  la  sur- 
face du  globe  est-elle  dans  ces  deux  cas  exactement  semblahle? 

Si  l'on  considère  la  Terre  comme  un  sphéroïde  de  révolution  en- 
tièrement solide  ou  recouvert  d'un  fluide,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
l'axe  réel  de  rotation  ne  peut  jamais  s'écarter  d'une  quantité  sensible 
de  l'axe  de  figure,  autour  duquel  elle  est  supposée  tourner,  au  moins 
à  très  peu  près,  à  l'origine  du  mouvement;  car,  la  raison  pour  laquelle 
l'axe  réel  de  rotation  s'écarterait  plutôt  à  droite  qu'à  gauche  de  l'axe 
de  figure  ne  pouvant  venir  que  de  la  position  primitive  du  sphéroïde 
par  rapport  à  l'astre,  il  est  visible  que,  en  supposant  le  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  très  rapide  par  rapport  k  celui  de  l'astre,  le  même 
écart  que  l'on  trouve  après  le  temps  t,  à  droite  de  l'axe  primitif,  en 
prenant  pour  origine  du  temps  le  commencement  du  premier  jour, 
doit  se  trouver  à  gauche  après  le  même  temps,  si  l'on  fixe  cette  origine 
au  milieu  du  premier  jour.  L'axe  réel  de  rotation  ne  peut  donc  avoir 
autour  de  l'axe  de  figure  que  des  mouvements  périodiques  et  insen- 
sibles, en  sorte  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  ces  deux  axes 
coïncident;  mais  il  n'est  pas  de  la  mémo  évidence  que  l'on  puisse 
également  confondre  l'axe  réel  de  rotation  de  la  Terre  avec  son  axe 
primitif,  dans  le  cas  où  la  figur 
la  mer  sont  très  irrégulières.  Il 
que  la  direction  de  la  pesanteui 

OKmnt  de  L.  —  IX. 
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de  la  surface  des  eaux  :  il  faut,  de  plus,  que  les  efforts  de  toutes 
molécules  pour  déplacer  Taxe  de  la  Terre  se  balancent  et  se  détruise 
réciproquement.  Or,  si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  remplies, 
la  configuration  du  vaste  bassin  de  la  mer  s*y  refuse,  ne  doit-il  pas 
résulter  dans  Taxe  réel  de  rotation  des  mouvements  imperceptibh 
qui,  réunis  à  ceux  que  produisent  Faction  directe  du  Soleil  et  de 
Lune  et  la  réaction  des  eaux,  peuvent  le  faire  successivement  répond 
à  différents  points  de  la  surface  du  globe  éloignés  les  uns  des  autn 
et  transporter  ainsi,  après  un  temps  considérable,  le  pôle  dans  d*a 
très  régions?  N'est-ce  point  à  ces  mouvements  qu'il  faut  attribuer  1 
déplacements  presque  insensibles  que  Ton  observe  dans  la  masse  d 
eaux?  Ces  questions  me  semblent  mériter,  par  leur  importance  et  le 
extrême  difficulté,  Fattention  des  géomètres. 
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Mémoires  de  rjcadémie  rojraie  des  Sciences  de  Paris,  année  1777;  1780. 


1. 

Rien  ne  fait  autant  d'honneur  à  l'esprit  humain  que  la  découverte  de 
la  gravitation  universelle  et  l'application  heureuse  que  l'on  a  su  faire 
de  l'Analyse  au  système  du  monde;  mais,  si  l'Astronomie  physique, 
en  donnant  l'explication  des  plus  grands  phénomènes  de  la  nature, 
appuyée  sur  l'observation  et  le  calcul,  est,  de  toutes  les  Sciences 
physico-mathématiques,  celle  qui  doit  intéresser  davantage  les  phi* 
losophes,  elle  mérite  encore  plus  l'attention  des  géomètres  par  les 
difficultés  que  l'on  a  eu  à  vaincre  et  par  les  méthodes  qu'il  a  fallu  in- 
venter. Ceux  qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  recherches  savent  qu'une 
des  principales  difficultés  qu'elle  présente  consiste  à  faire  disparaître 
les  arcs  de  cercle  que  les  méthodes  ordinaires  d'approximation  intro- 
duisent dans  les  intégrales  approchées  des  équations  diff*érentielles 
du  mouvement  des  corps  célestes;  cette  difficulté,  qui  commence  k  se 
faire  sentir  dans  la  théorie  de  la  Lune,  devient  beaucoup  plus  grande 
dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  et  dans  celle  des  planètes.  M.  de 
la  Grange  est  le  premier  qui  l'ait  résolue  par  une  méthode  extrême- 
ment ingénieuse;  MM.  d'Alembert  et  le  marquis  de  Condorcet  en  ont 
depuis  trouvé  de  très  belles  solutions.  Enfin,  dans  la  première  Partie 
de  nos  Mémoires  de  1772,  page  6ji  (*),  et  dans  la  seconde  Partie  ('), 

(«)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VUl,  p.  36 1. 
(«)  Ihid.,  p.  383. 

OFMvre»  de  L.  —  IX.  45* 
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page  267,  j'ai  donné  pour  le  même  objet  une  nouvelle  méthode  fondée 
sur  la  variation  des  constantes  arbitraires.  En  y  réfléchissant  de  nou- 
veau, il  m'a  paru  que  cette  manière  de  faire  varier  les  arbitraires  pou- 
vait être  d'un  grand  usage  dans  rAnalyse,  et  que,  relativement  aux 
arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  les  intégrales  approchées  des  équa- 
tions différentielles  qui  n'en  renferment  point  elles-mêmes,  elle  don- 
nait le  moyen  le  plus  direct  et  le  plus  général  de  les  faire  disparaître, 
toutes  les  fois  que  cela  est  possible.  Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire, 
de  l'exposer  plus  simplement  que  je  ne  l'ai  fait  dans  les  Mémoires 
cités,  et  j'ose  me  flatter  d'y  présenter  aux  géomètres  une  nouvelle 
théorie  de  ce  genre  d'équations  difl*érentielles. 

II. 

Soit  l'équation  diflerentielle  du  second  ordre 

(A)  o^^^-^^-^V-i-T-f  aY, 

dans  laquelle  dt  est  constant;  T  est  fonction  rationnelle  et  entière  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissants  proportionnellement  à  /;  a  est 
une  quantité  très  petite,  et  Y  est  fonction  rationnelle  et  entière  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissants  proportionnellement  à  ^  de  a, 
de  j  et  de  ses  différences.  Pour  l'intégrer,  soit 

y  =  z-\-  OLz' -\-  a* -3*^ 4-  a' 5* -h 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (A)  et  comparant  succes- 
sivement les  termes  sans  a,  ceux  de  l'ordre  a,  ceux  de  l'ordre  a^,  etc., 
on  aura  le  système  suivant  d'équations 

o=_    -hA«.+T, 

(B)  {  dt- 
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où  il  est  visible  :  i®  que  T  sera  fonction  de  sinus  et  de  cosinus;  2^  que 
T'  sera  fonction  de  sinus,  de  cosinus  et  de  2;  3®  que  T"  sera  fonction 
de  sinus,  de  cosinus,  de  z  et  de  z\  et  ainsi  de  suite.  Ces  équations 
seront  au  nombre  nn-  i  si  l'on  veut  porter  Tapproximation  jusqu'aux 
quantités  dé  Tordre  a**,  et  il  sera  facile  de  les  intégrer  par  les  mé- 
thodes ordinaires;  mais,  le  plus  souvent,  il  en  résultera  dans  les  inté- 
grales des  arcs  de  cercle,  qui,  après  un  temps  considérable,  les  ren- 
dront fautives.  C'est  à  se  débarrasser  de  ces  arcs,  lorsque  cela  est 
possible,  que  consiste  la  principale  difficulté  de  ce  genre  d'intégra- 
tions. 

III. 

Pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire,  et  pour  répandre  en 
même  temps  un  plus  grand  jour  sur  ce  qui  va  suivre,  nous  allons 
appliquer  à  un  exemple  particulier  les  méthodes  ordinaires  d'approxi- 
mation. Soit  l'équation  différentielle 

(a)  ^~^  4-^4-amj'C0S2f, 

dont  on  propose  de  trouver  l'intégrale  approchée  jusqu'aux  quantités 
de  Tordre  a*;  on  fera 

et  Ton  aura  les  trois  équations 

(Pz 
d^z' 

En  les  intégrant,  on  peut  se  contenter  de  satisfaire  aux  deux  dernières 
et  se  dispenser  d'ajouter  des  constantes  arbitraires  à  leurs  intégrales, 
parce  que  la  valeur  de  z  en  renferme  deux,  qui,  se  trouvant  dans  Tex- 
pression  de  y,  la  rendent  complète.  Cela  posé,  la  première  de  ces 
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équations  donne,  comme  Ton  sait,  en  l'intégrant, 

z  II  />sin/4-çcos^, 

p  et  ^  étant  deux  constantes  arbitraires;  cette  valeur  de  z^  substituée 
dans  la  seconde  équation,  la  change  dans  celle-ci 

d}z^         ,      mp   .    ^         ma 
dt^  a  2 

H ^sinS^H-  —  cos3/. 

a  a 

Pour  y  satisfaire,  nous  représenterons  par  A/sin^  h-  B/cos/  la  partie 

de  5'  qui  répond  aux  termes  —  —  sin/  et  —  cos/,  A  et  B  étant  des 

coefficients  qu'il  s'agit  de  déterminer;  pour  cela,  on  substituera  cette 
partie  de  l'expression  de  z'  dans  l'équation  différentielle,  et  l'on  trou- 
vera, en  comparant  les  termes  semblables, 

A_.-_,        B  — — . 

Quant  aux  termes  —  sin3/  et  —  cos3/,  nous  observerons  que,  en 

général,  si  le  terme  Ksin((x/  -+-  e)  ou  Kcos((x/  h-  e)  se  rencontre  dans 
l'équation  différentielle  en  z\  et  que  l'on  désigne  par  Msin(|jL/  -h  e) 
ou  Mcos([jL/  4-  e)  la  partie  de  z'  qui  y  répond,  on  aura 

K 


M  = 


fX«— i' 


d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  termes  —  sin3/  et  —  cos3/  pro- 
duisent dans  l'expression  de  z'  la  quantité 

-^sinS^H — ^cos3^; 
16  16 

la  valeur  entière  de  5'  sera  donc 

ma                 m,p 
z'=. j^tsint 7^/cosr 

4  4 

-H^sinS^-*-  ^cos3^ 
16  16 
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Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième  des  équations  (6),  donne 

m}q      .    ^         m}p  « 
^-^Sin3/ — -  ^coso^ 

4-  -«-^    sin5/  -H  -TT^   cos5^ 

En  représentant  par 

( A/« 4- BO  sin^  4- (C/«H- D^)  cos/ 
la  partie  de  Texpression  de  z''  qui  répond  aux  deux  termes 

^t^-^ynt    et    _^_^._^jcos/. 

et  en  la  substituant  dans  l'équation  différentielle»  la  comparaison  des 
termes  semblables  donnera 

32  64 

32  64 

Si  Ton  représente  ensuite  par 

(M^ -h  N)  sin3^ -4- (?/ 4- Q)  cos3/ 

la  partie  de  z''  qui  répond  aux  termes  —  ^-^/sin3/  et  —  ^-/cos3^ 
on  trouvera 

**--""64''        ^"^     "^56"' 

64  ^  256 

Enfin  la  partie  de  5"  qui  répond  aux  termes  ^-^sin5/  et  ^-^cos5/ 
sera,  par  ce  qui  précède, 

-^sm5/4 — ^cos5/; 
768  768 

0Ewr9t  dr  L,  —  IX.  4^ 
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la  valeur  entière  de  s"  sera,  par  conséquent. 


m* /,      3     \    . 


m 

■5Î 


-(?^*-t--/''jcosf 

m*  f  3     \ 

■A — 2J3-sin5/H — 5^cos5/. 
708  768 

En  rassemblant  ces  trois  valeurs  de  5,  z'  et  s",  on  en  conclura 

«m  r    /        3a/n\       amp  1        ^ 


fï  »mÏ  0  «fï  »>**  , 


— «3^sin5/H ^5-^cos5^ 

768  768 

expression  qui,  comme  on  voit»  renferme  des  arcs  de  cercle. 


IV. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'exposer  suffit  pour  intégrer  Téqua- 
tion  (A)  dans  tous  les  cas  possibles,  et  il  est  aisé  d*en  conclure  que 
l'expression  générale  de  y  aura  la  forme  suivante 

(  y—      (D-hA  f-4-B^*-+-C^»4-...)  sinA^ 
(A') 

(         -h  (  ^  -h  M^  -f-  N/' -+-  P^»-h . . .)  cosA/  -4-  R, 

A,  B,  C,  ...  et  M,  N,  P,  ...  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  p^  q,  a,  et  R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  ces 
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mêmes  quantités,  de  Tare  /  et  de  sinus  et  de  cosinus  autres  que 
sinhi  et  coski. 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  (Â),  qui  ne  ren- 
ferme point  d*arcs  de  cercle,  on  aura  une  équation  identiquement 
nulle,  dans  laquelle,  par  conséquent,  lés  termes  semblables  se  détrui- 
ront réciproquement,  de  sorte  que  si,  dans  ceux  qui  renferment  Tare 
de  cercle  /,  on  change  en  /  --  0  l'arc  t  qui  n'est  point  enveloppé  sous 
des  sinus  et  des  cosinus,  0  étant  arbitraire,  l'équation  restera  toujours 
identiquement  nulle  :  or  il  est  visible  que  ce  changement  revient  à 
en  faire  un  semblable  dans  l'expression  de  y;  d'où  il  suit  que,  si  l'on 
désigne  par  p'  et  q'  deux  constantes  arbitraires,  cette  expression  est 
encore  susceptible  de  cette  forme 

(  •H[g'4-M'(^-ô)H-N'(/-e)*4-P'(f-Ô)>-h...]c0S/if4-R', 

A',  B',  C,  . . . ,  M',  N',  P',  ...  étant  ce  que  deviennent  A,  B,  C,  . . .  « 
M,  N,  P,  ...  lorsqu'on  y  change  p  et  q  en  p'  et  q",  et  R'  étant  ce  que 
devient  R,  en  vertu  de  ces  changements,  et  en  changeant  de  plus  en 
/  —  9  les  arcs  de  cercle  /  que  cette  quantité  renferme. 

Quoique  cette  seconde  expression  renferme  l'arbitraire  6  de  plus 
que  la  précédente,  elle  n'est  pas  cependant  plus  générale,  parce  que, 
l'équation  différentielle  (A)  n'étant  que  du  second  ordre,  son  inté- 
grale complète  ne  doit  renfermer  que  deux  constantes  arbitraires;  il 
est  donc  possible  de  faire  coïncider  ces  deux  valeurs  de  y  :  cette  con- 
sidération va  nous  fournir  le  moyen  d'en  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle.  Pour  cela,  soit 

^'  =  y-+-M/-f-N/*-+-  — 

Si  l'on  tire  de  ces  équations,  par  la  méthode  du  retour  des  suites, 
les  valeurs  àep  et  de  q  en  p",  qf  et  /,  et  que,  en  les  substituant  dans  R, 
on  forme  une  nouvelle  quantité  R'',  l'équation  (A')  deviendra 

(A"')  y^p'ïXïiht  -h  ^''cosA/  -h  R%- 
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p"  et  q['  sont  des  fonctions  de  /  que  nous  représenterons  par  r^{t)  et 
^{t).  La  comparaison  des  équations  (A")  et  (A*^)  donnera  ainsi  les 
suivantes  : 

v|/(o  -  <?' -i- M'(^  -  (?) -h  N'(^ -- 0)«-f-. . . . 
Il  résulte  de  ces  équations  :  i**  que 

2°  que  les  deux  suites 
et 

7'-i-M'(/-9)-î-N'(^  — 6)*-*-... 

ne  sont  que  le  développement  des  deux  fonctions 

en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  /  —  6,  de  sorte  que 
Ton  a,  par  la  théorie  des  suites, 

partant,  si  Ton  change  dans  ces  équations  0  en  /,  ce  qui  transforme 
p'  et  q'  en  /?"  et  7",  et  que  l'on  désigne  par  A''  et  M''  des  fonctions  de 
p"  et  de  q",  semblables  à  celles  de  A'  et  de  M'  en  p'  et  q\  ou  de  A  et  de 
M  en  p  et  q,  on  aura  les  équations 

dt  "^^  '     dt  -^  ' 

au  moyen  desquelles  on  déterminera/?"  et  q\ 

Pour  ce  qui  regarde  R",  la  comparaison  des  équations  (A")  et  (A*') 
donne  encore  R"—  R';  or,  si  l'on  suppose  dans  cette  équation  /  =  0, 
p"  et  q"  se  changent  en  p'  et  q\  De  plus,  les  arcs  de  cercle  /  —  0  dispa- 
raissent de  R';  donc  l'expression  de  R""  devant  être  identiquement  la 
même  que  celle  de  R'  ne  doit  point,  dans  ce  cas  particulier,  renfermer 
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Tare  0,  ce  qui  ne  peut  être,  à  moins  que,  dans  le  cas  général,  R''  ne 
renferme  point  Tare  i.  La  substitution  des  valeurs  de  p  cl  de  q  en  p", 
(f  et  i  dans  R  en  fait  donc  disparaître  les  arcs  de  cercle  ;  d'où  il  suit 
que  Ton  aura  la  même  valeur  de  R'',  en  ne  tenant  aucun  compte  de  ces 
arcs  dans  les  valeurs  de  R,  p  et  9,  ce  qui  donne 

p—p''       et       q  —  (f\ 

partant,  on  formera  R''  de  R,  en  changeant  dans  cette  dernière  quan- 
tité/' et  q  en  p'  et  q"  et  en  effaçant  tous  les  termes  qui  renferment  des 
arcs  de  cercle. 

De  là  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  avoir  l'intégrale  appro- 
chée de  l'équation  (A)  sans  arcs  de  cercle,  lorsque  cela  est  possible  : 

Intégrez  les  équations  (B)  par  les  méthodes  ordinaires  et  formez  ainsi 

l'équation  (A');  vous  en  ferez  disparaître  les  arcs  de  cercle  en  effaçant 

tous  les  termes  qui  en  renferment;  mais  alors  ^  au  lieu  de  supposer  p  et  q 

constants,  il  faut  les  considérer  comme  des  variables  données  par  les  équa^ 

tions 

^~A         -?-M 
dt-^'        dt  -^' 

Pour  intégrer  ces  deux  équations,  on  différentiera  la  première,  et 
l'on  aura  la  suivante 

d^p  __àA  dp       dk  dq 
"dF  ~'ôp'di'^dg  dt^ 

qui,  à  cause  de  ^  =  M,  devient 

d^  __  d\.  dp      \M^. 

dt^  '^âpdt  '^     dq' 

maintenant,  on  tirera  de  l'équation  ^  =  A  la  valeur  de  9,  exprimée  par 

une  fonction  dep  et  de  -^>  que  nous  désignerons  par  Ilf/?,  -^\  et,  en 

la  substituant  dans  l'équation  précédente,  on  aura  une  équation  de 
cette  forme 

lt?-\P*Ttr 
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r(/?,  -^  j  représentant  une  fonction  de  p  et  de  ^-  Cette  équation  est 
du  second  ordre;  pour  rabaisser  au  premier,  soit  ~j  =7f  et  Ton  aura 

partant 

Cette  dernière  équation  est  du  premier  ordre,  et  son  intégrale  donnera 

r  =  !(;>,  a), 

a  étant  une  constante  arbitraire  et  J(/?,  a)  désignant  une  fonction  de 
p  et  de  a;  donc 


f  =  !(/»,«). 


d'où  l'on  tire 


t  -+-  h  ■.:- 

P^a) 


h  étant  une  seconde  arbitraire.  On  aura,  au  moyen  de  cette  équation, 
la  valeur  de  p  en  fonction  de  /  -h  A  et  de  a,  et,  en  la  substituant  dans 

ïlyPf  -^\  on  aura  q  en  fonction  des  mêmes  quantités. 


V. 


Si  Ton  applique  la  règle  précédente  à  l'intégration  de  l'équation  (a  ), 
on  aura,  en  effaçant  les  arcs  de  cercle  de  l'équation  {a'), 

.    ,               .       amp  f        Zam\    ,    ^ 
7  =  ^sm/4-çcos/H g^  (  iH -;— j  smS/ 

amq  f        3am\        ^ 
7b8  768  * 
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et  l'on  déterminera/)  et  q  au  moyen  des  équations 

dp  _^      amq  (        3am\  dg  _      amp  /        3am\ 

Pour  les  intégrer»  on  supposera,  suivant  les  méthodes  connues, 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  Ton 
aura 

^  am     (        3am\  «m  ^/        3a/n\ 

d'où  Ton  tire,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a', 


fX=:-I 


cm  ^/        3ain       qa'w*\ 


donc,  si  l'on  désigne  par /et/'  deux  constantes  arbitraires,  on  aura 


dm  _^  Om 


et 


={'-'-^*^P'r"--y'"-y 


VI. 

Il  est  facile  d'étendre  la  règle  de  l'article  lY  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations  et  de  variables;  si  l'on  a,  par  exemple,  les  n  équa- 
tions 

o=  ^  -hA»^-f-T  -f-aY, 


qui  renferment  celles  du  mouvement  des  corps  célestes,  T,  T',  T"",  . . . 
étant  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et  de  cosinus,  etY,Y', 
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Y'',  . . .  étant  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus,  de  cosinus, 
de  a,  des  n  quantités  v,  y\  y\  ...  et  de  leurs  différences;  en  les  inté- 
grant par  les  méthodes  ordinaires,  on  aura 

y  =z(p  -HA^-hB  /«H-. .  .)sin/i^  H-  (q  -h  M  f-hN  ^'-f-.  ..)cosA/  -f-R, 
/ ~  (p'  4-  A'/  -h B'^'-f-. .  .)sïnh't  4-  (q' H-  Wt  4- N'^*h-.  . .) cosA'/ 4-  R', 
Y''-(p''^A't  4-  B"/'4-. .  .)smh't  4-  (^'^4-  M''^  4-  N"/»-H . .  ,)coshU  -h  R^ 
• • f 

A,  B,  . . . ,  M,  N,  . . . ,  A',  B',  . . .  étant  des  fonctions  de  a,  p,  p\  p'\  . . . , 
y,  y',  y",  . . . ,  R  étant  fonction  de  ces  quantités,  de  l'arc  /  et  de  sinus 
et  de  cosinus  autres  que  sinA/  et  cosA/;  R'  étant  fonction  de  ces  mêmes 
quantités,  de  Tare  /  et  de  sinus  et  de  cosinus  autres  que  sinA'/  et 
cosA7,  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé,  pour  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle  de  ces  expressions,  il  sufSt  d'effacer  tous  les  termes  qui  en  ren- 
ferment; mais  alors  il  faut  considérer/»,  p\  p'\  ...,  y,  q\  q'\  ... 
comme  autant  de  variables  données  par  les  équations 

±P  -A  ^  -M 


Dans  le  cas  des  perturbations  du  mouvement  des  planètes,  si  l'on 
ne  porte  la  précision  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  a,  ces  équa- 
tions sont  linéaires  et  faciles  à  intégrer  par  les  méthodes  connues  (voir 
la  seconde  Partie  des  Mémoires  de  1772,  page  36o)  (*).  Si  l'on  voulait 
une  approximation  plus  exacte,  les  équations  précédentes  ne  seraient 
plus  linéaires;  mais  il  serait  aisé  de  les  ramener  à  cette  forme  par  le 
procédé  que  nous  avons  donné  dans  les  mêmes  Mémoires,  pages  287 
et3ii  (^). 

( «)  Œuvres  de  Laplace,  T.  VUl,  p.  461. 
(S)  Ibid.,  p.  389  et  p.  4i3. 
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VII. 

Considérons  plus  particulièrement  ce  genre  d'équations  différen- 
tielles qui  ne  renferment  point  d'arcs  de  cercle,  mais  dont  les  inté- 
grales, obtenues  par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation,  en 
renferment.  Pour  cela,  soit  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n 

P  étant  fonction  de  y  et  de  ses  différences,  de  sinus,  de  cosinus,  d'ex- 
ponentielles, etc.  sans  arcs  de  cercle.  Supposons  qu'en  l'intégrant  par 
approximation,  suivant  les  méthodes  ordinaires,  on  ait 

X,  Y,  Z,  ...  étant  des  fonctions  de  sinus,  de  cosinus,  d'exponentielles 
et  de  n  constantes  arbitraires,  /?,  q,  ...,  il  est  facile  de  prouver, 
comme  dans  l'article  lY,  que  cette  valeur  de  y  satisferait  encore  à  la 
proposée,  en  y  changeant  les  arcs  de  cercle  /  en  /  ~  6,  en  sorte  que 
l'on  peut  supposer 

cette  seconde  expression  de  y  renferme  n-hi  arbitraires  qui  doivent 
se  réduire  à  n.  Pour  concevoir  la  possibilité  de  cette  réduction,  repré- 
sentons l'expression  rigoureuse  et  inconnue  de  y  par 

9(/,  a  4-  m^,  b-h  m't,  . . .), 

a,  6,  ...  étant  des  constantes  arbitraires;  en  la  mettant  sous  cette 
forme 

et  en  la  réduisant  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
de  /  —  6,  on  aura,  comme  l'on  sait, 

QEuvreê  de  L.  —  IX.  4? 
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u  étant  égal  à  (p(/,  a^-/nO,  é  +  m'G,  ...);  or  il  est  visible  :  i®  que  m, 
-T^,  "^gF'  •••  renferment  les  n  arbitraires  a-i-mO>  b  +  m'b^  ...;  2®  que 

l'arbitraire  0,  qui  se  trouve  dans  les  arcs  de  cercle  /  —  6,  (/  •—  0)*,  . ... 
de  la  série  précédente,  rentre  dans  ces  n  arbitraires  et  ne  fait  que  les 
changer  en  a,  6,  . . .;  3^  que  ce  ne  peut  être  que  de  cette  manière  que 
l'arbitraire  0  de  la  suite  X  -h  Y(/  —  0)  h-  Z{t  —  0)^ -f-. . .  rentre  dans 
les  n  arbitraires/?,  9, .. . .  Cette  suite  doit  donc  être  la  même  que  celle- 
ci,  «-h  -ïâC^""  ®)  "'"••••  ^®  q^î  donne 


.... 


Si  Ton  représente  maintenant  par  ^(^,/>,  y,  ...)  la  fonction  X  que 
nous  supposons  connue,  l'équation  i^  =  X  donnera 

9(^,  a-^ mOf  b  -h  m'9,  . .  .):=zi\t{t,  p^q^  . ..); 

p,  Çf  ...  sont,  par  conséquent,  fonctions  de  a-+-mO,  ÔH-m'O, 

Soit 

p=:ll{a-hm9,  b-h  m'ô,  ...), 
g  z=:Jïi{a  -h  mOy  b  -h  m'O,  . . .), 


et  l'on  aura  l'équation  identique 

9(/,  a  -h  mO,  b  -f-  m'0,  . . .) 
=  ^[t,  U{a-hm9,  b-{-m'9,  ...),  ni(a-4-m9,  b-hm'9,  ...),  ...]. 

En  changeant  0  en  /,  les  deux  membres  de  cette  équation  se  changent 
dans  l'expression  rigoureuse  de  j^;  il  suffit  donc,  pour  avoir  cette  ex- 
pression, de  déterminer j9,  q,  ...  en  fonctions  de  0,  de  changer  dans 
ces  valeurs  0  en  /  et  de  les  substituer  ensuite  dans  la  fonction  X  :  la 
question  est  ainsi  réduite  à  déterminer  ces  valeurs. 

Si  l'on  difierentie  l'équation  u  =  X  relativement  à  6,  on  aura 

au d\  dp       dX.  dq 

d9~~dpd9'^dqd9  '^"'' 
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Téquation  ^  =  Y  deviendra  donc 


dQ 


ô\.  dp       dX  dq 
dp  dB'^  dq  de 


Cette  équation,  ayant  lieu  quel  que  soit  /,  donnera,  en  la  différentiant 
/i  —  I  fois  par  rapport  à  /, 

dY  __    d^X   dp        d^  dq 

dt   ~~  dpdt  dO  "^  dqdt  dd  "*"••' 

d^Y  _  d»X    dp        d^X   dq 


dl*  ~  dp  dt^  de       dq  dt^  dS 


En  déterminant  ^f  '  ^f  »  '•*  ^^  moyen  de  ces  n  équations,  on  aura 

^_-v/  àq  __y, 

dQ'^     '         dd~     ' 

X',  Y\  ...  étant  des  fonctions  de  p,  q^  ...  sans  /,  puisque  les  valeurs 

de  ^>  ^>  •••  doivent  être  indépendantes  de  cette  variable. 

Cette  considération  peut  servir  h  déterminer  ces  valeurs  unique- 
ment par  l'inspection  de  Téquation 

Y  _  dX  ^ 

^"1^  de  "^••• 

et  d'une  manière  souvent  plus  simple  qu'avec  le  secours  de  ses  dif- 
férentielles, en  égalant  à  zéro  les  coefBcients  des  différents  sinus  et 
cosinus. 

En  changeant  6  en  /  dans  les  équations 

dB'^     '        de"    ' 
on  aura  les  suivantes 

àp  _^^,  àq  _y, 

Tt"      '  dt~^* 

et  les  valeurs  de  />,  9,  ...  que  Ton  trouvera  en  intégrant  ces  dernières 
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équations»  substituées  dans  X»  donneront  sur-le-champ  l'expression 
rigoureuse  de  y. 

Si  les  valeurs  de  X  et  de  Y  ne  sont  exactes  qu'aux  quantités  près 
d'un  certain  ordre,  l'expression  de  j,  à  laquelle  on  parviendra,  ne  sera 
exacte  qu'aux  quantités  près  de  cet  ordre;  mais  la  forme  des  quantités 
qu'elle  renferme  sera  la  même  que  dans  l'expression  rigoureuse  :  si 
l'on  tfouve,  par  exemple,  dans  cette  valeur  des  exponentielles  sans 
imaginaires,  ou  même  des  arcs  de  cercle,  on  sera  sûr  qu'il  s'en  ren- 
contre dans  l'expression  rigoureuse,  et  qu'il  est,  par  conséquent,  im- 
possible de  les  éviter. 

VIII. 

La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  renferme,  d'une  manière 
générale,  le  cas  des  équations  linéaires  que  nous  avons  discuté  dans 
l'article  lY;  si  l'on  nomme,  en  effet,  S  la  partie  dé  R  dans  l'équa- 
tion (A'),  qui  ne  renferme  point  d'arc  de  cercle,  et  S'/  la  partie  de 
cette  même  quantité  qui  renferme  l'arc  /  élevé  à  la  première  puis- 
sance, en  comparant  cette  équation  avec  celle-ci 


on  aura 


l'équation 


deviendra  donc 


7  =  X4-Y^-f-Z^*-h..., 

X  =  />  sin Af  -h  ^  cosA^  4-  S^ 
Y  =  A  sin A^  -h  M  zo%ht  -^  S'; 


Y ^  dp       S\  dq 

dp  dO'^'dqde^ 


AsinA/-4-Mcos>i/4-8'=  g  sinhc^^coshtH^^  ^^^^. 

07  09  dp  o9       oq  dO 

Si  l'on  compare  séparément  les  coefficients  de  sinht  et  de  cas  A/,  on  a 

^-A         ^-M. 

de  sorte  que  Ton  aura,  par  l'article  précédent,  y,  en  intégrant  les 


• 
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deux  équations 

'^P  —  k         î?Z  —  u 

et  en  substituant  les  valeurs  de  /?  et  de  ^  que  Ton  en  tirera  dans  la 
quantité  X,  ou  />sinA/-f-^cosA/-i- S,  ce  qui  revient  à  la  règle  que 
nous  avons  donnée,  article  lY.  L'équation  {a')  de  l'article  III,  par 
exemple,  comparée  à 

donne 

V            •    .                *       amp  (        3am\    .    ,.  .    amq  (        3oem\        ,^ 
A=/>sm/-h<7COsrH ~-f  n g-  j  sm3^H ^f  i g-  jcosS/ 


rS>»itn  iwS  »mS, 


Y «^7 


(SûcmX    .    ^       amp  (        3am\ 


a*m»7   .    5,       a}m^p        ^^ 


64  64 

l'équation 


y___  ^  ^  ^ 


donnera  conséquemment  la  suivante 

amq (        3am\    .  amp  f        3am\ 

-  4  ('-*--ïr)«'"' — r\:--^r^' 


a.*m*tj  .    ,.      a*m*p       _. 


âq        ,      am  dp  /       3am\   .    ^^      am  àq  (       3ain\        «^ 

d'où  Ton  tire,  en  comparant  les  coefficients  de  sinr  et  de  cos/  et  en  y 

changeant  0  en  /, 

dp 

dt 


amq  (        3am\ 

dq amp/       3am\ 

di~        4~V        «6~/' 
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ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'article  V;  et, 
comme  il  résulte  de  ce  même  article  que  la  valeur  dey  renferme  les 


amt  amt 


quantités  e  ''  ete  *  ,  on  peut  en  conclure  que  les'  exponentielles 
sans  imaginaires  sont  inévitables  et  qu'elles  entrent  dans  l'intégrale 
rigoureuse. 

Au  lieu  de  comparer  les  coeffîcients  de  sin/  et  de  cos/,  on  aurait  pu 
comparer  ceux  de  sin3/et  de  cos3/,  et  les  équations  différentielles 
en  p  et  en  q  auxquelles  on  serait  parvenu  doivent  coïncider  avec  les 
précédentes;  mais  on  doit  observer  que,  ces  coefficients  étant  tous 
multipliés  par  a,  les  équations  qui  résultent  de  leur  comparaison  ne 
peuvent  être  exactes  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  a  :  elles 
deviennent,  en  effet,  en  n'ayant  égard  qu'aux  quantités  de  cet  ordre 
et  en  y  changeant  0  en  /, 


dp 
dt 

cumq 

4 

dq  _ 

dt 

amp 

4 

Or  ces  équations  rentrent  visiblement  dans  les  précédentes,  en  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  a*. 

IX. 

Apres  avoir  résolu  le  problème  le  plus  difficile  et  le  plus  important 
de  la  théorie  des  intégrations  par  approximation,  il  nous  reste,  pour 
compléter  cette  théorie,  à  exposer  une  méthorde  générale  pour  obtenir 
des  intégrales  de  plus  en  plus  approchées;  M.  de  la  Grange  a  déjà 
rempli  cet  objet  d'une  manière  très  simple  et  très  ingénieuse  dans 
les  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin  pour  l'année  1775,  page  192; 
mais  la  méthode  suivante  a,  si  je  ne  me  trompe,  l'avantage  d'être  plus 
directe. 

Soit  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n 

(y)  oz:zg^4-P  +  «Q, 
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P  étant  fonction  de  /,  7,  sj>  •  •  •  >  ,^j;  et  Q  pouvant  être  de  plus  fonc- 
tion de  a;  supposons  que  l'on  sache  intégrer  l'équation 

et  que  son  intégrale  soit  j'  =  ç(^, p^  q^  r^  ...),  p,  q,  r,  ...  étant  des 
constantes  arbitraires;  en  différentiant  cette  intégrale  n  —  1  fois  de 
suite  par  rapport  à  i,  on  aura,  en  y  comprenant  Téquation  intégrale 
elle-même,  n  équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  obtenir,  par 
l'élimination,  les  valeurs  des  n  arbitraires  en   fonctions  de  /,  y, 

'di^  *  "'  ^/it-'T'  Soient  V,  V,  V",  . . .  ces  fonctions,  en  sorte  que 

on  aura,  en  différentiant, 

o  =  e/V,       o  =  dy\       o  =  rf  v^ 


.  •  . , 


or  il  est  clair  que  ces  différentes  équations  ne  peuvent  être  que  le 
produit  de  celle-ci 


Oz=  — '--  -h  P 


par  différents  facteurs  qui  la  rendent  intégrable  et  qui  sont  les  coeffi- 
cients de  ^-^  dans  ces  équations.  Soient  F,  F',  ...  ces  coefficients, 
et  l'on  aura 


cela  posé,  si  l'on  multiplie  la  proposée  (y)  successivement  par  Y  dt^ 
Y'dij  . . . ,  elle  prendra  les  n  formes  suivantes 

o  =  dy  -hoiFQdt, 

o=zdV'^a¥'Qdt, 
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En  intégrant,  on  aura 


p^q,  ...  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  suppose  maintenant  a  =  o  dans  ces  équations  et  qu'on  en 

élimine  les  différences^)  -^>  •••>    ,  j^ >  on  aura  une  équation  finie 

entre  j,  t^p.q,  ...  qui  doit,  par  ce  qui  précède,  se  réduire  à 

En  changeant  donc,  dahs  cette  expression  de  j,  p  en  p  -—  oLjFQdt, 
q  en  q  —  a  TF'Q  rf/,  . . . ,  on  aura  pour  cette  même  expression,  lorsque 

a  est  quelconque. 

Toutes  les  fois  que  FQûfc,  F'Qdt^  . . .  seront  des  différences  exactes, 
on  aura  l'intégrale  rigoureuse  dey;  or  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'é- 
quation (y)  est  linéaire,  car  alors  aQ  est  fonction  de  t  seul,  et  l'on  a 

P=M^4.N^H....4.Sy, 

M,  N,  . . . ,  s  étant  fonctions  de  t  seul;  de  plus,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

est  visiblement  alors  de  cette  forme 

{/,  u\  u'\  ...  étant  fonctions  de  ^;  or  il  est  clair  que  si,  au  moyen  de 
cette  équation  et  do  ses  /i  —  i  premières  différentielles,  on  élimine 
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p,q,r,  ...,  ce  qui  est  très  facile,  on  aura  n  équations  de  cette  forme 


F,  H,  . . . ,  F',  H',  ...  étant  des  fonctions  de  /  seul.  En  différentianl  ces 
équations,  on  aura  les  suivantes 


qui  ne  peuvent  être  que  la  proposée  elle-même»  multipliée  successive- 
ment par  F»  F\  ...,  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  FQ,  F'Q,  ...  seront 
uniquement  fonctions  de  /;  Tintégrale  complète  de  Téquation  (y)  sera 
donc  alors,  dans  la  supposition  de  a  quelconque, 

7  =  tt(^  —  a/FQ  dt)  4-  u'{q  -  (xfF'Qdt)  4- . . . , 

ce  qui  donne,  comme  Ton  voit,  le  procédé  le  plus  direct  pour  conclure 
Fintégrale  de  cette  équation  lorsque  a  est  quelconque,  do  son  inté- 
grale lorsque  a  =  o. 

Il  arrivera  le  plus  souvent  que  les  fonctions  aFQrf/,  aF'Qrf/,  ...  ne 
seront  pas  des  différences  exactes;  mais,  si  dans  ce  cas  l'équation  (X) 
n'est  plus  l'intégrale  finie  de  la  proposée  (y)»  elle  est  au  moins  d'une 
forme  très  avantageuse  pour  trouver  des  intégrales  de  plus  en  plus 
approchées;  en  effet,  si  l'on  y  suppose  d'abord  a  =  o,  on  aura 

et  ce  sera  la  première  valeur  de  j^.  En  la  substituant  dans  les  fonctions 
FQrfr,  F'Qrfr,   ...,  elles  deviendront  fonctions  de  /  seul,  et  si  l'on 

Œttpreê  dk  L.  —  IX.  4B 
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représente  par  E,  G,  ...  leurs  intégrales,  on  aura  pour  seconde  valeur 

dey 

/  =  9(r,/>  — aE,  7  — «G,  ...)• 

En  substituant  cette  seconde  valeur  dans  FQ  di,  FQdt,  ...  et  repré- 
sentant par  E',  G',  ...  leurs  intégrales,  on  aura  pour  troisième  valeur 
approchée  dey 

et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  Féquation  différentielle  (y),  ainsi  que  sa  première 
intégrale,  ne  renferment  point  d'arcs  de  cercle,  mais  que  les  intégrales 
subséquentes  en  renferment,  en  sorte  qu'ils  soient  introduits  par  les 
fonctions. successives  E,  G,  E',  G',  ...;  on  les  fera  disparaître  en  les 
effaçant  de  la  dernière  valeur  de  y  k  laquelle  on  s'arrêtera,  et  que 
nous  supposons  être  la  (/i -i- i )**"**;  mais  il  faudra  y  substituer,  au 
lieu  de  p,  q,  . . . ,  les  valeurs  que  l'on  trouvera  en  intégrant  les  équa- 
tions 

A,  B,  ...  étant  les  parties  constantes  du  coefficient  de  t  dans  E^''~'\ 

La  méthode  précédente  donne  un  moyen  facile  de  reconnaître  a 
priori  si  les  intégrales  approchées  de  l'équation  (y)  renfermeront  des 
arcs  de  cercle;  car  il  est  visible,  par  exemple,  que  la  seconde  valeur 
dey  ne  peut  renfermer  l'arc  al  qu'autant  que  le  produit  de  Q  par  l'un 
des  facteurs  F,  F',  ...  qui  rendent  intégrable  l'équation 

renferme  un  terme  constant,  après  y  avoir  substitué  pour  y  sa  pre- 
mière valeur.  Pour  appliquer  cette  règle  à  l'équation 
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on  doit  observer  que  les  deux  facteurs  qui  rendent  intégrable  celle-ci 

sont  e*'v^  et  e"~*'^,  et  que  son  intégrale  complète  est 

y=-  p  sin  A/  -H  q  cos  A^; 

il  faut  donc,  pour  que  la  seconde  valeur  approchée  de  y  renferme 
l'arc  a/,  que  Qe*'v/^  ou  Qe"^'^"'  renferme  un  terme  constant,  après  y 
avoir  substitué,  pourj,  /^sinA/  + ^cosA^;  or  il  est  visible  que  cela 
ne  peut  être,  à  moins  que  Q  ne  renferme,  après  cette  substitution,  un 
terme  multiplié  par  %\whi  ou  par  cosA/,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
Ton  sait  d'ailleurs. 

X. 

On  peut  encore  employer  avec  avantage  la  méthode  de  faire  varier 
les  arbitraires  dans  le  cas  où  les  équations  différentielles  renferment 
des  quantités  qui  changent  d'une  manière  presque  insensible,  ce  qui 
se  rencontre  fréquemment  dans  l'Astronomie  physique.  Soit,  par 
exemple,  l'équation  différentielle 

P  étant  fonction  de  /,  j,  ^.  •  •  •  »  -j^  et  des  quantités  a,  h,  ...,  qui 

varient  très  lentement,  en  sorte  que  les  différences  ^>  ^>  •••  soient 

très  petites;  supposons  qu'en  l'intégrant  et  en  supposant  a,  6,  ... 
constants  on  ait 

p,  q,  ...  étant  les  constantes  arbitraires  que  donne  l'intégration  :  on 
pourra  représenter  encore  par  cette  forme  l'expression  complète  dej', 
dans  le  cas  où  l'on  considère  a,  b,  ...  comme  variables;  mais  il  faut 

alors  faire  varier  les  arbitraires />,  q,  ...  de  manière  que  ^i  gji  »  •  •  •  ' 
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-7^  restent  pareilles  fonctions  de  a,  6,  . . . ,  /i,  ^,  . . .  que  si  ces  quan- 
tités étaient  constantes;  car  il  est  clair  que  ces  fonctions»  substituées 
dans  Téquation  différentielle  proposée»  la  rendront  identiquement 
nulle.  Il  est  donc  nécessaire  que  les  variations  des  valeurs  de  y, 

^>  •  •  •  soient  nulles,  en  vertu  des  variations  de  a,  6,  ...,/>,  y,  ...»  ce 
qui  donne  les  n  équations  suivantes 

{fa  dv  db  dy  dp  dy  dn  dv 

dt  da       ^  dl    âb       ^"'^dtdp       ^dCdq^"" 

da   à* y       db   d-y  dp   d^y        dq   d^y 

^'^di  dadi'^'di  dbTt'^"'^dt  dpdt'^Tt  dqdi' 

Ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  auxquelles  nous  sommes 
parvenu  par  un  raisonnement  à  peu  près  semblable,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie,  année  1772,  II*  Partie,  p.  3i5  (•),  et  Ton  peut  observer 
qu'étant  rigoureuses  elles  ont  généralement  lieu,  quelles  que  soient 
les  variations  de  a,  6,  ...,  en  sorte  qu'elles  ne  sont  point  restreintes 
au  cas  où  ces  variations  sont  insensibles.  Il  est  facile  d'étendre  à  un 
nombre  quelconque  d'équations  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ces 
derniers  articles;  nous  croyons  ainsi  pouvoir  nous  dispenser  d'entrer 
dans  un  plus  grand  détail  sur  cet  objet. 

f  »)  Œuvres  de  Laplace,  T.  VIU,  p.  416. 
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Mémoires  de  l'Acudémie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1778;  1781. 


I. 

Je  me  propose  de  traiter  dans  ce  Mémoire  deux  points  importants 
de  l'analyse  des  hasards  qui  ne  paraissent  point  avoir  encore  été  suf- 
fisamment approfondis  :  le  premier  a  pour  objet  la  manière  de  cal- 
culer la  probabilité  des  événements  composés  d'événements  simples 
dont  on  ignore  les  possibilités  respectives;  Tobjet  du  second  est 
l'influence  des  événements  passés  sur  la  probabilité  des  événements 
futurs,  et  la  loi  suivant  laquelle,  en  se  développant,  ils  nous  font  con- 
naître les  causes  qui  les  ont  produits.  Ces  deux  objets,  qui  ont  beau- 
coup d'analogie  entre  eux,  tiennent  à  une  métaphysique  très  délicate, 
et  la  solution  des  problèmes  qui  leur  sont  relatifs  exige  des  artifices 
nouveaux  d'analyse;  ils  forment  une  nouvelle  branche  de  la  théorie 
des  probabilités,  dont  Tusage  est  indispensable  lorsqu'on  veut  appli- 
quer cette  théorie  à  la  vie  civile.  Je  donne,  relativement  au  premier, 
une  méthode  générale  pour  déterminer  la  probabilité  d'un  événement 
quelconque,  lorsqu'on  ne  connaît  que  la  loi  de  possibilité  des  événe- 
ments simples,  et,  dans  le  cas  où  cette  loi  est  inconnue,  je  détermine 
celle  dont  on  doit  faire  usage.  La  considération  du  second  objet  me 
conduit  à  parler  des  naissances  :  comme  cette  matière  est  une  des 
plus  intéressantes  auxquelles  on  puisse  appliquer  le  Calcul  des  proba- 
bilités, je  fais  en  sorte  de  la  traiter  avec  tout  le  soin  dû  à  son  impor- 

(0  Remis  le  19  juillet  1780. 

QEupres  de  L,  ~  IX.  48^ 
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tance,  en  déterminant  quelle  est,  dans  ce  cas,  l'influence  des  évé- 
nements observés  sur  ceux  qui  doivent  avoir  lieu,  et  comment,  en  se 
multipliant,  ils  nous  découvrent  le  véritable  rapport  des  possibilités 
des  naissances  d'un  garçon  et  d'une  fille.  En  généralisant  ensuite  ces 
recherches,  je  parviens  à  une  méthode  pour  déterminer,  non  seule- 
ment les  possibilités  des  événements  simples,  mais  encore  la  proba- 
bilité d'un  événement  futur  quelconque,  lorsque  l'événement  observé 
est  très  composé,  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  nature.  Je  donne,  k  cette 
occasion,  la  solution  de  quelques  problèmes  intéressants  dans  l'his- 
toire naturelle  de  l'homme,  tels  que  celui  du  plus  ou  moins  de  facilité 
des  naissances  des  garçons  relativement  à  celles  des  filles  dans  diffé- 
rents climats  :  c'est  ici  surtout  qu'il  est  nécessaire  d'avoir  une  méthode 
rigoureuse  pour  distinguer,  parmi  les  phénomènes  observés,  ceux  qui 
peuvent  dépendre  du  hasard,  de  ceux  qui  dépendent  de  causes  parti- 
culières, et  pour  déterminer  avec  quelle  probabilité  ces  derniers  indi- 
quent l'existence  de  ces  causes.  La  principale  diflîculté  que  l'on  ren- 
contre dans  ces  recherches  tient  à  rintégratior\  de  certaines  fonctions 
différentielles  qui  ont  pour  facteurs  des  quantités  élevées  à  de  très 
grandes  puissances,  et  dont  il  faut  avoir  les  intégrales  approchées  par 
des  suites  convergentes  :  j'ose  me  flatter  que  l'analyse  dont  je  me  suis 
servi  pour  cet  objet  pourra  mériter  l'attention  des  géomètres.  Enfin 
je  termine  ce  Mémoire  par  quelques  réflexions  dans  lesquelles  je  pré- 
sente ce  que  le  Calcul  des  probabilités  m'a  paru  fournir  de  lumières 
sur  le  milieu  que  l'on  doit  choisir  entre  les  résultats  de  plusieurs 
observations. 

II. 

Dans  l'analyse  des  hasards,  on  se  propose  de  connaître  les  probabi- 
lités  des  événements  composés,  suivant  une  loi  quelconque,  d'événe- 
ments simples  dont  les  possibilités  sont  données  ;  celles-ci  peuvent  être 
déterminées  de  ces  trois  manières  :  i®  aprioriy  lorsque,  par  la  nature 
même  des  événements,  on  voit  qu'ils  sont  possibles  dans  un  rapport 
donné;  c'est  ainsi  que,  au  jeu  de  croix  et  à^  pile,  si  la  pièce  que  l'on 
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jette  en  l'air  est  homogène  et  que  ses  deux  faces  soient  entièrement 
semblables,  on  juge  croix  et  pile  également  possibles  ;  2°  a  posteriori, 
en  répétant  un  grand  nombre  de  fois  l'expérience  qui  peut  amener 
l'événement  dont  il  s'agit,  et  en  examinant  combien  de  fois  il  est 
arrivé;  3"  enlin,  par  la  considération  des  motifs  qui  peuvent  nous 
déterminer  à  prononcer  sur  l'existence  de  cet  événement;  si,  par 
exemple,  les  adresses  respectives  des  deux  joueurs  A  et  B  sont  incon- 
nues, comme  on  n'a  aucune  raison  de  supposer  A  plus  fort  que  B,  on 
en  conclut  que  la  probabilité  de  A  pour  gagner  une  partie  est  ^.  Le 
premier  de  ces  moyens  donne  la  possibilité  absolue  des  événements; 
le  second  la  fait  connaître  à  peu  près,  comme  nous  le  ferons  voir  dans 
la  suite,  et  le  troisième  ne  donne  que  leur  possibilité  relative  à  l'état 
de  nos  connaissances. 

Chaque  événement  étant  déterminé  en  vertu  des  lois  générales  de 
cet  univers,  il  n'est  probable  que  relativement  à  nous,  et,  par  cette 
raison,  la  distinction  de  sa  possibilité  absolue  et  de  sa  possibilité  rela- 
tive peut  paraître  ima^naire;  mais  on  doit  observer  que,  parmi  les 
circonstances  qui  concourent  à  la  production  des  événements,  il  y  en 
a  de  variables  à  chaque  instant,  telles  que  le  mouvement  que  la  main 
imprime  aux  dés,  et  c'est  la  réunion  de  ces  circonstances  que  nous 
nommons  hasard  :  il  en  est  d'autres  qui  sont  constantes,  telles  que 
l'habileté  des  joueurs,  la  pente  des  dés  à  retomber  sur  une  de  leurs 
faces  plutôt  que  sur  les  autres,  etc.  ;  celles-ci  forment  la  possibilité 
absolue  des  événements,  et  leur  connaissance  plus  ou  moins  étendue 
forme  leur  possibilité  relative  ;  seules,  elles  ne  suffisent  pas  pour  les 
produire  :  il  est  de  plus  nécessaire  qu'elles  soient  jointes  aux  circon- 
stances variables  dont  j'ai  parlé;  elles  ne  font  ainsi  qu'augmenter  la 
probabilité  des  événements,  sans  déterminer  nécessairement  leur 
existence. 

Les  recherches  que  l'on  a  faites  jusqu'ici  sur  l'analyse  des  hasards 
supposent  la  connaissance  de  la  possibilité  a'     ~ 
et,  à  l'exception  de  quelques  remarques  qi: 
Tomes  VI  et  VII  des  Mémoires  des  Savants  étr 

WtuvTtldt  L.~  IX. 
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que  Ton  ait  considéré  le  cas  où  Ton  n'a  que  leur  possibilité  relative. 
Ce  cas  renferme  un  grand  nombre  de  questions  intéressantes,  et  la 
plupart  des  problèmes  sur  les  jeux  s'y  rapportent;  on  peut  donc  croire 
que  si  les  géomètres  n'y  ont  pas  fait  une  attention  particulière,  cela 
vient  de  ce  qu'ils  l'ont  regardé  comme  susceptible  des  mêmes  mé- 
thodes que  celui  où  l'on  connaît  la  possibilité  absolue  des  événe- 
ments; cependant  la  différence  essentielle  de  ces  possibilités  ne  peut 
manquer  d'influer  sur  les  résultats  du  calcul ,  en  sorte  que  l'on  s'ex- 
poserait souvent  à  des  erreurs  considérables  en  les  employant  de  la 
même  manière  :  c'est  ce  dont  il  est  aisé  de  se  convaincre  par  l'exemple 
suivant. 

Supposons  que  deux  joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses  respectives 
sont  inconnues,  jouent  à  un  jeu  quelconque,  et  proposons-nous  de 
déterminer  la  probabilité  que  A  gagnera  les  n  premières  parties. 

S'il  ne  s'agissait  que  d'une  seule  partie,  il  est  clair  que,  A  ou  B 
devant  nécessairement  la  gagner,  ces  deux  événements  sont  égale- 
ment probables,  en  sorte  que  la  probabilité  du  premier  est  j;  d'où,  en 
suivant  la  règle  ordinaire  de  l'analyse  des  hasards,  on  conclut  que  la 

probabilité  de  A  pour  gagner  les  n  premières  parties  est  —  *  Cette  con- 
séquence serait  exacte  si  la  probabilité  ^  était  fondée  sur  une  égalité 
absolue  entre  les  possibilités  des  deux  événements  dont  il  s'agit;  mais 
il  n'y  a  d'égalité  que  relativement  à  l'ignorance  où  nous  sommes  sur 
les  adresses  de  deux  joueurs,  et  cette  égalité  n'empêche  pas  que  l'un 
ne  puisse  être  plus  fort  que  l'autre.  Supposons  conséquemment  que 

représente  la  probabilité  du  joueur  le  plus  fort  pour  gagner  une 

partie,  et celle  du  plus  faible;  en  nommant  P  la  probabilité  que 

A  gagnera  les  n  premières  parties,  on  aura 

P=^(>-+-«)'*        ou        P=±(i-«)», 

suivant  que  A  sera  le  plus  fort  ou  le  plus  faible  :  or,  comme  on  n'a 
aucune  raison  de  le  supposer  plutôt  l'un  que  l'autre,  il  est  visible  que. 
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pour  ayoîr  la  yéritable  valeur  de  P,  on  doit  prendre  la  moitié  de  la 
somme  des  deux  valeurs  précédentes,  ce  qui  donne 


P  =  ::t;^[(^-^  «)'•■+- ('-«)"]• 


En  développant  cette  expression,  on  a 

2*  L  ' -2  ' .2.3.4  J 

Cette  valeur  de  P  étant  plus  grande  que  — >  lorsque  n  est  plus  grand 

que  Tunité»  on  voit  que  l'inégalité  qui  peut  exister  entre  les  adresses 
des  deux  joueurs  favorise  celui  qui  parie  i  contre  2"—  i  que  A  ga- 
gnera les  n  premières  parties,  pourvu  que  Ton  ignore  de  quel  côté  se 
trouve  la  plus  grande  adresse.  Cette  remarque,  que  j'ai  déjà  faite  ail- 
leursy  est,  si  je  ne  me  trompe,  très  utile  dans  l'analyse  des  hasards, 
non  seulement  en  ce  qu'elle  montre  la  nécessité  d'avoir  égard  à  l'iné- 
galité inconnue  des  adresses  des  joueurs,  mais  encore  en  ce  que  l'on 
peut  souvent  déterminer  si  cette  inégalité  est  favorable  ou  contraire 
à  celui  qui  parie  d'après  le  Calcul  ordinaire  des  probabilités. 

in. 

Considérons  encore  deux  joueurs  A  et  B,  chacun  avec  un  nombre 
donné  de  jetons,  et  jouant  ensemble  de  manière  que,  à  chaque  coup, 
celui  qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire;  supposons  que  la 
partie  ne  doive  finir  que  lorsqu'il  ne  restera  plus  de  jetons  à  l'un  des 
joueurs,  et  déterminons,  dans  ce  cas,  leurs  probabilités  respectives 
pour  gagner  cette  partie. 

Pour  cela,  nommons  généralement/?  l'adresse  de  A,  i—p  celle  de 
B  et^ip  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie,  lorsqu'il  a  or  jetons; 
il  peut  arriver  au  coup  suivant  qu'il  gagne  un  jeton  à  B,  et  dans  ce 
cas  sa  probabilité  se  change  Qnyx^\  ;  il  peut  arriver  qu'il  en  donne  un 
à  B»  ce  qui  réduit  sa  probabilité  à  j^^.,  :  or  la  probabilité  du  premier 
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(le  CCS  deux  événements  est/?,  et  celle  du  second  est  i  — /?;  on  aura 
donc  l'équation  aux  différences  finies 

.rx= pyx^i  H-  (i  —  p)yx  -i. 
Pour  l'intégrer,  soit7j.=  Ca*,  on  aura 

les  deux  racines  de  cette  équation  sont  a  =  i  et  a  =  ^^^;  partant,  si 

C  et  C  représentent  deux  constantes  arbitraires,  l'expression  complète 
de  y  g.  sera 

Pour  déterminer  ces  deux  constantes,  on  observera  :  i®  que,  x  étant  - 

nul,  on  a  y^=  o,  et  que,  x  étant  égal  au  nombre  total  des  jetons  de  A 

et  de  B,  on  ^  y^:=i\  soient  n  ce  nombre,  m  le  nombre  des  jetons  de  A 

au  commencement  de  la  partie,  et  par  conséquent  n  —  m  celui  des 

jetons  de  B,  on  aura 

o  =  C  +  G', 

/i  n\  » 

I  =  C  4-  C 


X 


■<-¥) 


d'où  l'on  lire 


C  = 


-  (~-0" 


C'--- 
t 


1 

r-z  ) 


partant 


I 

\       P 


On  aura  la  probabilité  y„^  de  A  pour  gagner  la  partie,  en  changeant 
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dans  celte  expression  x  en  m,  ce  qui  donne 


r   -  " 


m 


-  K-=f) 


et,  en  changeant  m  en  /i  —  m,  />  en  i  — /-i,  et  réciproquement,  on  aura 
la  probabilité  de  B  pour  gagner  la  partie,  et  l'on  trouvera  i  —y^  pour 
cette  probabilité;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  d'ailleurs  en 
considérant  que,  A  ou  B  devant  nécessairement  gagner  la  partie,  la 
somme  de  leurs  probabilités  doit  être  égale  à  l'unité. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  les  adresses  des  deux  joueurs  égales,  et, 
par  conséquent,  /?  =  ^,  l'expression  précédente  de  y^^  devient  J,  ce  qui 
ne  fait  rien  connaître;  mais,  en  différentiant  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  cette  expression  par  rapport  k/?,  on  trouve  que  dans  ce 

cas  j'„=  — >  en  sorte  que  les  probabilités  des  deux  joueurs  A  et  B 

sont  en  raison  du  nombre  de  leurs  jetons  :  leurs  mises  respectives 
doivent  donc  être  dans  le  même  rapport.  Examinons  présentement  le 
changement  que  doit  occasionner  dans  leur  sort  une  inégalité  quel- 
conque entre  leurs  adresses. 

Soient la  plus  grande  et  -^^  la  plus  petite  ;  on  changera 

successivement,  dans  l'expression  de  V;„,  p  en et  ~^-  ;  on  aura 

ainsi  deux  valeurs  qui  auront  lieu  suivant  que  A  sera  le  plus  fort  ou  le 
plus  faible  :  la  véritable  expression  de  y^n  sera  donc  égale  à  la  moitié 
de  la  somme  de  ces  deux  valeurs;  d'où  l'on  tire 

_  £  [(I  -h  «)^-^^-4-  (i  —  g)^-^"]  [(i  -4-  ot)^"  —  (i  —  g)^]  . 
^'"""a  "  (n-a)'»— (I  — «)'»  ' 

on  peut  mettre  cette  expression  sous  cette  forme 

Y^  :=z (i  —  or)"^  — ^ =  • 
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Dans  le  cas  de  a  =  o,  nous  venons  de  voir  que  y^=z —;  en  sorte 
que,  alors,' 

[(I  -^  a)»~«^  -  (I  ~  g)^-»^]  __  /i~-2m. 
^  ^  (i4-a)»— (i_a)»  ~"        n       ' 

or,  si  Ton  suppose  m  moindre  que  ->  il  est  clair  que,  a  augmentant,  la 

Fraction  — - — ; — - — — —  diminue,  ainsi  que  le  facteur  (i  —  a^)*"; 

on  aura  donc,  dans  la  supposition  de  a  plus  grand  que  zéro, 

h  étant  nécessairement  positif.  Partant, 

d*ou  il  suit  que  l'inégalité  des  adresses  de  Â  et  de  B  est  favorable  à 
celui  des  deux  joueurs  qui  a  le  plus  petit  nombre  de  jetons. 

a  restant  le  même,  si  m  et  n  augmentent  en  conservant  toujours  le 
même  rapport,  il  est  clair  que 


(i-a«) 


,v,„  [(i-h«)^-«^-(i~«)^-«^] 


(i  -ha)"—  (i  — a)" 


deviendra  plus  petit,  et  que  l'on  peut  tellement  faire  croître  n  ct/w, 
que  cette  quantité  soit  plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée;  donc, 
si  les  deux  joueurs  conviennent  de  doubler,  de  tripler,  etc.  leurs 
jetons,  leur  sort,  qui,  dans  le  cas  où  les  adresses  sont  égales,  n'en  sera 
point  changé,  deviendra  très  différent  s'il  y  a  une  inégalité  quel- 
conque entre  leurs  adresses;  la  probabilité  de  celui  qui  a  le  plus  petit 
nombre  de  jetons  augmentera  de  plus  en  plus,  jusqu'au  point  de  dif- 
férer infiniment  peu  de  ^,  et  par  conséquent  de  la  probabilité  de  son 
adversaire. 


I  —  « 
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IV. 

En  général,  si,  dans  un  problème  quelconque  relatif  aux  deux 
joueurs  A  et  B,  on  représente  par l'adresse  du  plus  fort,  et  par 

■A 

celle  du  plus  faible,  le  sort  P  du  joueur  A  supposé  le  plus  fort 

sera  exprimé  par  une  fonction  de  a,  qui,  réduite  en  série,  aura  la 
forme  suivante  : 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura,  pour  Texpression  de  P,  dans  le  cas 
où  le  joueur  A  est  le  plus  faible, 

P  =  a  —  a,  a  -h  «1  a'  —  ai  a'  H- ... . 

On  aura  donc  la  véritable  valeur  de  P  en  prenant  la  moitié  de  la  somme 
des  deux  séries  précédentes,  ce  qui  donne 

Lorsque  a  est  très  petit,  on  peut  s'en  tenir  aux  deux  premiers  termes 
de  cette  série,  et  Ton  a  sensiblement 

on  connaîtra  donc  alors,  par  le  signe  de  a^,  si  P  est  plus  grand  ou 
moindre  que  dans  le  cas  ou  les  adresses  sont  égales;  il  sera  plus  grand 
si  a,  est  positif,  et  moindre  s^il  est  négatif. 

De  ce  qu'il  ne  reste  dans  la  valeur  de  P  que  des  puissances  paires 
de  a,  il  résulte  que  le  cas  de  a  =  o  indique  toujours  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  cette  valeur;  mais  il  est  possible  qu'elle  soit  sus- 
ceptible de  plusieurs  maxima  ou  minima,  et  c'est  ce  qui  aura  lieu  si 
la  différentielle  de  P,  prise  par  rapport  à  a  et  égalée  à  zéro,  donne 
pour  a  une  ou  plusieurs  valeurs  positives,  comprises  entre  les  limites 
dans  lesquelles  a  peut  être  renfermé  ;  dans  ce  cas,  on  cherchera  si  la 
supposition  de  a  =  o  donne  le  plus  grand  de  tous  ces  maxima,  ou  le 
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plus  petit  de  tous  ces  minima;  si  cela  est,  on  pourra  s'assurer  que  le 
sort  P  de  A  est  ou  n'est  pas  plus  avantageux  que  lorsque  les  adresses 
sont  égales;  mais,  si  cela  n'est  pas,  il  sera  impossible  de  prononcer 
sur  cet  objet,  à  moins  que  de  connaître  la  loi  de  possibilité  des 
adresses  respectives. 

V. 

Il  est  facile  d'étendre  les  remarques  précédentes  à  un  nombre  quel- 
conque de  joueurs;  supposons,  par  exemple,  i  joueurs  A,  B,  C,  D,  . . ., 
et  que  l'on  propose  de  déterminer  la  probabilité  P  que  les  r  joueurs 
A,  B,  C,  ...  gagneront  les  n  premières  parties.  Il  est  clair  que,  si  leurs 
adresses  étaient  égales,  la  probabilité  de  chacun  des  joueurs  pour 
gagner  une  partie  ou,  ce  qui  revient  au  même,  leur  adresse  respective 

serait  4,  en  sorte  que  la  probabilité  cherchée  P  serait  y-\  ;  mais,  s'il 

existe  une  inégalité  quelconque  entre  les  adresses  des  joueurs,  en 

f       I       /y  \       I       /y'  ' 

nommant  — : —  la  plus  grande,  — : —  la  deuxième  dans  l'ordre  de 
grandeur,  — ; —  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  d'abord 

a  -f-  a'-f-  a'4- . . .  =  o, 

puisque  la  somme  de  toutes  ces  adresses  doit  être  égale  à  l'unité. 

Si  l'on  nomme  ensuite  Sy  s\  s'\  ...  les  différentes  sommes  que  l'on 
peut  former  en  ajoutant  un  nombre  r  des  adresses  précédentes,  on 
aura  autant  de  valeurs  correspondantes  de  P,  qui  seront  P  =  5", 
P  =  5''',  P  =  ^"',  ...;  le  nombre  de  ces  valeurs  est  égal  à  celui  des 
combinaisons  de  i  quantités,  prises  rkr,  et,  par  conséquent,  égal  à 

t  ~  )  '"K 1_.  ^^  ^^^^  Jqj^ç  jj^  véritable  valeur  de  P,  en  divisant 

par  ce  nombre  la  somme  des  valeurs  précédentes,  ce  qui  donne 

Il  est  aisé  de  voir  que  chaque  adresse  se  trouve  répétée  dans  la  somme 
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s  -4-  *'h-  s'^'h  5*'4- . . .  autant  de  fois  que  l'on  peut  combiner  j  —  i  quan- 
tités r—  I  à  r — i;  d'où  il  suit  que  cette  somme  est  indépendante  de 
a,  ol\  af\  ...  et  égale  à 

(£  — i)(i  — a).  ..(i  —  r-^i) 
1 .2.3. . .(r  —  i) 

Or  on  prouvera  facilement  que,  dans  ce  cas,  la  somme 

est  la  plus  petite  possible  lorsque  s  =  s'  =  ï'  =  ...,  ce  qui  suppose 
a  =  a'=  a"=...=  o;  donc  la  valeur  de  P  est  la  plus  petite  lorsque 
les  adresses  des  joueurs  sont  égales,  en  sorte  que  l'inégalité  de  ces 
adresses  favorise  celui  qui  parie  que  les  n  premières  parties  seront 
gagnées  par  les  r  joueurs  A,  B,  C,  . . . . 

Il  est  visible  que  l'on  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  les 
jeux  dans  lesquels  on  fait  usage  de  polyèdres,  tels  que  le  jeu  des  dés; 
car,  avec  quelque  soin  qu'on  ait  formé  ces  polyèdres,  il  s'y  rencontre 
nécessairement  entre  leurs  différentes  faces  des  inégalités  qui  résul- 
tent de  l'hétérogénéité  de  la  matière  qu'on  emploie  et  des  défauts  iné- 
vitables dans  leur  construction.  En  général,  ces  remarques  ont  lieu 
pour  tous  les  événements  dont  la  possibilité  est  inconnue  et  peut  va- 
rier dans  certaines  limites;  et,  si  dans  la  suite  nous  considérons  par- 
ticulièrement les  événements  du  jeu  entre  plusieurs  joueurs  dont  les 
adresses  sont  inconnues,  ce  n'est  que  pour  nous  rendre  plus  clair,  en 
fixant  les  idées  sur  un  objet  déterminé. 

VI. 

Il  est  infiniment  peu  probable  que  les  adresses  de  deux  joueurs  A 
et  B  soient  parfaitement  égales;  mais,  en  même  temps  que  l'on  ignore 
de  quel  côté  se  trouve  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  adresse,  on 
ignore  également  la  quantité  de  leur  différence;  ainsi,  tout  ce  que  l'on 
peut  conclure  de  la  théorie  précédente,  c*est  que  le  sort  de  tel  ou  tel 

ORtLvrts  d»  L.^  IX.  5o 


3%  MÉMOIRE  SUR  LES  PROBABILITÉS. 

joueur  est  plus  favorable  que  suivant  le  Calcul  ordinaire  des  probabi- 
lités, sans  que  l'on  soit  en  état  d'assigner  de  combien  il  est  augmenté. 
Cependant,  si  l'on  connaissait  la  limite  et  la  loi  de  possibilité  des 
valeurs  de  a,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  résoudre  exactement  ce 
problème;  car,  si  l'on  nomme  q  cette  limite  et  que  l'on  représente  par 
^(a)  la  probabilité  de  a,  on  voit  d'abord  que,  a  devant  nécessairement 
tomber  entre  o  et  y,  la  fonction  "^{ol)  doit  être  telle  que  l'on  ait 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à  0L  =  q.  On  multipliera 
donc  par  é/a^(a)  les  probabilités  déterminées  par  ce  qui  précède,  et, 
en  intégrant  ces  produits  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  y,  on  aura  les  pro- 
babilités cherchées;  on  trouvera  de  cette  manière,  pour  la  valeur  de  P 
dans  l'article  II, 

Si,  par  exemple,  "^{ol)  est  égal  à  une  constante  /,  en  sorte  que  toutes 
les  valeurs  de  a  soient  également  possibles,  l'équation  fdoL^(a)  =  i 

donnera  /=  ~>  et  l'on  aura 

P= \ r-7[(H-Qr)«+»— (i^7)«+i]. 

La  quantité  a  est  une  fonction  du  rapport  des  adresses  absolues  des 
deux  joueurs;  au  lieu  donc  de  supposer  la  loi  de  sa  possibilité  immé- 
diatement connue,  il  est  beaucoup  plus  naturel  de  la  déduire  de  celle 
qui  représente  la  possibilité  de  l'adresse  absolue  d'un  joueur  quel- 
conque. Pour  cela,  comparons  les  adresses  de  tous  les  joueurs  à  celle 
d'un  joueur  unique,  que  nous  prendrons  pour  unité  d'adresse;  et,  en 
représentant  par  l'abscisse  x  tous  ces  rapports,  concevons,  élevées 
sur  chaque  point  de  l'abscisse,  des  ordonnées  y  proportionnelles  au 
nombre  supposé  infini  de  tous  les  joueurs  dont  l'adresse  esta?  :  nous 
aurons  ainsi  une  courbe  renfermée  entre  les  limites  h  et  h\  h  étant  la 
plus  petite  adresse  et  h'  la  plus  grande  ;  et  il  est  visible  que  le  rapport 
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de  l'ordonnée  y  à  la  somme  de  toutes  les  ordonnées,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  l'aire  entière  de  la  courbe,  exprimera  la  probabilité  que 
l'adresse  d'un  joueur  quelconque  est  x.  Gela  posé,  pour  en  conclure 
la  loi  de  possibilité  des  valeurs  de  a,  soit  ^  =  9(0?),  et  nommons 
a  l'intégrale  jdx^{x)^  prise  depuis  a7  =  A  jusqu'à  a?  =  A';  soient, 
de  plus,  X  l'adresse  de  celui  des  deux  joueurs  A  et  B  qui  est  le  plus 
faible,  et  a?  -h  m  celle  du  joueur  le  plus  fort;  on  aura 


X     I  —  a 

9 


X  -{-  u        1  4-  a 

ce  qui  donne 


iH-a 
I  —  a 


Or  la  probabilité  que  l'adresse  de  l'un  des  joueurs  étant  or,  celle  de 
l'autre  sera  a?  + 1/,  est  égale  au  double  du  produit  des  probabilités 
de  j?  et  de  0?  +  </,  et  par  conséquent  égale  à 


29(0:)  9(d?-+-  u) 


a9(^)<p(|^J?j 


on  aura  donc 


/9(ar)  (p(^ -x) 


pour  la  probabilité  entière  de  a,  l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  h 
jusqu'à  x  =  ^  h\  Quant  à  la  limite  q  de  a,  on  observera  que,  h  étant 
la  plus  petite  adresse  et  h'  la  plus  grande,  on  a 

h         I  —  fy  ' 

d'ott  l'on  tire 

A'— A 


Lorsque  la  fonction  (f{x)  est  inconnue,  il  est  impossible  de  con- 
naître exactement  le  sort  des  deux  joueurs  A  et  B,  et  l'on  est  réduit  à 
choisir  les  fonctions  les  plus  vraisemblables.  Nous  nous  occuperons 
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de  cet  objet  dans  la  suite;  mais  auparavant  nous  allons  exposer  une 
méthode  générale  pour  déterminer  le  sort  respectif  d'un  nombre  quel- 
conque de  joueurs,  lorsqu'on  ne  connaît  touchant  leurs  adresses  que 
la  loi  de  leur  possibilité  :  cette  matière  présente  quelques  difficultés 
assez  considérables  d'analyse,  dont  la  solution  est  renfermée  dans  celle 
du  problème  suivant. 

VII. 

Problème.  —  Soient  n  quantités  variables  et  positives  t^t^^t^^  . . . ,  /^«|, 
dont  la  somme  soit  s  et  dont  la  loi  de  possibilité  soit  connue;  on  propose 
de  trouver  la  somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut  recevoir  une 
fonction  donnée  ^(/,  /, ,  /j,  . . .)  de  ces  variables,  multipliée  par  la  proba- 
bilité correspondante  à  cette  valeur. 

Solution.  —  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les  fonctions 
qui  expriment  la  possibilité  des  variables  /,  /«,  t^^  ...  soient  discon- 
tinues, et  représentons  par  q  la  plus  petite  valeur  de  /;  par  ç(/)  la 
possibilité  de  /,  depuis  /  =  9  jusqu'à  t  =  q';  par  ç'(^)  +  ?(^)  ^^  Pos- 
sibilité, depuis  t  =  q'  jusqu'à  t  =  q";  par  ç"(0  +  ?'(')  +  9(0  cette 
possibilité,  depuis  t^(f  jusqu'à  t^^q^^  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
/  z=:  00.  Désignons  ensuite  les  mêmes  quantités  relatives  aux  variables 
^»  ^2»  ^3*  •  •  •  psir  les  mêmes  lettres,  en  écrivant  au  bas  les  nombres  i, 
2,  3,  . . . ,  en  sorte  que  y,,  y,,  y», . . .  expriment  les  plus  petites  valeurs 
de  /, ,  /2»  ^3»  •  •  •  ♦  que  (p,  (/,  )  exprime  la  possibilité  de  t^ ,  depuis  /,  =  y, 
jusqu'à  ^  =  q\<i  et  ainsi  du  reste;  dans  cette  manière  de  représenter 
les  possibilités  des  variables,  il  est  clair  que  la  fonction  f  (/)  a  lieu 
depuis  /  =  gr  jusqu'à  /  =  00,  que  la  fonction  ç'(0  a  lieu  depuis  /  =  y' 
jusqu'à  /  =  oo,  ainsi  de  suite.  Pour  reconnaître  les  valeurs  de  /,  /,, 
/j»  ...9  lorsque  ces  fonctions  commencent  à  avoir  lieu,  nous  multi- 
plierons (p(r)  par  t^\  ^\t)  par  /'';  ç,  (/,)  par  /'t,  ...  ;  les  exposants  des 
puissances  de  /  qui  multiplient  chaque  fonction  indiqueront  alors  ces 
valeurs;  il  suffira  ensuite  de  supposer  /=  i  dans  le  dernier  résultat 
du  calcul  :  c'est  à  ces  artifices  très  simples  que  nous  devons  la  facilité 
avec  laquelle  nous  allons  résoudre  le  problème  proposé. 


MÉMOIRE  SUR  LES  PROBABILITÉS.  397 

La  probabilité  de  la  fonction  ^(t,  t^,  L^,  ...)  est  évidemment  éjçale 
au  produit  des  probabilités  de  t,  /,,  z^»  •••»  c"  sorte  que,  si  Ton  sub- 
stitue pour  /  sa  valeur  ^  —  /,  —  /a  —  . . .  que  donne  Téquation 

le  produit  de  la  fonction  proposée  par  sa  probabilité  sera 

(A)  {      x[/^«9i(0-H^'*9;(^)+---] 

x[/^'9l(M-^/^•9;(^«)-^-•••] 
X 

On  aura  donc  la  somme  de  tous  ces  produits  :  i®  en  multipliant  la 
quantité  précédente  par  dl^  et  en  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs 
dont/,  est  susceptible;  2^  en  multipliant  cette  intégrale  ipsivdt.^  et  en 
rintégrant  pour  toutes  les  valeurs  dont/^  ^st  susceptible,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  dernière  variable  /;,_,  ;  mais  ces  intégrations  succes- 
sives exigent  quelques  attentions  particulières. 
Considérons  un  terme  quelconque  de  la  quantité  (A),  tel  que 

En  le  multipliant  par  dl^,  il  faut  l'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  /, ;  or  il  est  clair  que  la  fonction  <f^'\s  —  t^^  t.^  —  . ..)  n'a 
lieu  que  lorsque  t  ou  ^  —  /,  —  /a  — . . .  est  égal  ou  plus  grand  que  g^'^  ; 
la  plus  grande  valeur  que  /,  puisse  recevoir  est  doncs—q^'^—t.^ — /j  — . . . . 
De  plus,  ?*f'(/|)  n'ayant  lieu  que  lorsque  /,  est  égal  ou  plus  grand 
que  y*f,  cette  quantité  est  la  plus  petite  valeur  que  /,  puisse  recevoir; 
il  faut  donc  prendre  l'intégrale  dont  il  s'agit  depuis  /,  =  y^f^  jusqu'à 
/i  =  5  — •  ^^'^  —  /a  —  ^8  —  •  •  •  ou,  ce  qui  revient  au  même,  depuis 
^  -  ^=  G  jusqu'à  l,  -  f,^=s  -  q^'^ -  y';^-  /,-... . 

On  trouvera  de  la  même  manière  que,  en  multipliant  cette  nouvelle 
intégrale  par  rf/,,  il  faudra  l'intégrer  depuis  t^  —  q^p=  o  jusqu'à 
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Kn  continuant  d'opérer  ainsi,  on  arrivera  à  une  fonction  de 

dans  laquelle  il  ne  restera  aucune  des  variables  /,  /,,  z^» Cette 

fonction  doit  être  rejetée  si  s  —  q^^^  —  q^î^  — ...  est  négatif;  car  il  est 
visible  que,  dans  ce  cas,  le  système  de  fonctions  o^'XO»  ?r(^«)' 
?2 '(^2)»  •••  iiG  peut  être  employé;  en  effet,  les  plus  petites  valeurs  de 
/,,  ^2,  ...  étant,  par  la  nature  de  ces  fonctions,  égales  à  q^^\  q'[\  . . . , 
la  plus  grande  valeur  que  /  puisse  recevoir  est  s--q'l'^  —  q-[^ —  ...: 

partant,  la  plus  grande  valeur  de  /  —  q^^^  est  s — q^'^  —  y'f'  —  y!{''* — 

Or  la  fonction  9^'X/)  ne  peut  être  employée  que  lorsque  /  —  y^'^  est 
positif. 

Au  lieu  de  rejeter  la  fonction  dont  il  s'agit,  il  est  égal  de  supposer 
alors  dans  tous  les  termes  de  cette  fonction  s  —  y(0_y<n_  ,_  ^q^, 
stamment  égal  à  zéro;  car,  en  ne  considérant,  par  exemple,  que  les 
trois  variables  /,  ^4,  z^,  la  dernière  intégrale  relative  à  di2  devant  être 
prise  depuis  t^  —  9!i''=  o  jusqu'à 

il  est  visible  que  cette  intégrale  sera  nulle  toutes  les  fois  que  l*on 
supposera 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  une  méthode  très  simple 
pour  résoudre  le  problème  proposé. 

Que  l'on  substitue  :  i**  au  lieu  de  /,  y  -h  m  dans  ç(/),  y'-f-  w  dans 
?'(^)»  y"+"  dans  ?''(z), ...;  2**  au  lieu  de  /|,  y, +  11,  dans  ?!(/«)• 
q\  -h  w,  dans  ç',  (^  )»  •  •  •  î  3°  ^^  '^^^  de  /j,  y,  h-  «,  dans  9, (^i)»  •  •  •  »  ^^ 
ainsi  de  suite,  les  quantités 


qui  représentent  les  probabilités  de  /,  /«,  ...,  se  changeront  :  la  pre- 
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mière»  dans  une  fonction  de  </;  la  seconde,  dans  une  fonction  de 

M,, Nous  désignerons  ces  fonctions  par  n(M),  H,  (i/|),  lliÇu^)^ 

Que  Ton  change  ensuite,  dans  ^(/, /o  ^2»  •••)»  ^  ^^  t-hu^  /,  en 
/t, 4-M,,  ...,  on  aura  une  fonction  de  w,  w^,  Wj,  ...,  que  nous  repré- 
senterons par  T(u,  £^|,  1/29  .  •  •)'  ^^'^  posé,  on  prendra  l'intégrale 

/  diJiT{s— Ui— Ut— . . .,  i/i,  Ut, . .  .)n(5  —  w, —  w,— . . .)ni(Mi)n,(f/,). . . 

depuis  ii|  =  o  jusqu'à  m,  =  ^  —  1/2  —  ''j  — 

On  multipliera  cette  première  intégrale  par  du^^  et  on  l'intégrera 
depuis  iij  =  o  jusqu'à  112  =  5  —  1/3  —  . . .  ;  on  multipliera  cette  seconde 
intégrale  par  rfa,,  et  on  l'intégrera  depuis  «3  =  0  jusqu'à  Wj  =^— "4  —  •  •  •  • 
En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  fonction  de  s  seule,  que  nous 
désignerons  par  l(^),  et  cette  fonction  sera  la  somme  demandée  de 
toutes  les  valeurs  de  ^(/,  ^,,  ^2»  •  •  •)»  multipliées  par  leurs  probabilités 
respectives;  mais,  pour  cela,  il  faut  avoir  soin  de  changer,  dans  un 

terme  quelconque  multiplié  par  f  "*^»  ^*  ■*"'",  i  en  q^^K  k^  en  q^l\  k^  en 
(il\  ...  ;  de  diminuer  s  de  l'exposant  de  /  et,  par  conséquent,  d'écrire, 
au  lieu  de  ^,  ^  —  çr^'^  —  q^[^  —  q^^  —  ...  ;  de  faire  cette  dernière  quantité 
égale  à  zéro  toutes  les  fois  qu'elle  sera  négative;  enfin,  de  supposer 

Si  r(M,  a,.  I/o,  . . .),  n(w),  n, (wi),  112(1/2)»  •  •  •  sont  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables  //,  //,,  1/2,  ...,  d'exponentielles, 
de  sinus  et  de  cosinus,  toutes  ces  intégrations  successives  seront  pos- 
sibles, parce  qu'il  est  dans  la  nature  de  ces  quantités  de  ne  reproduire 
par  les  intégrations  que  des  quantités  du  même  genre;  dans  les  autres 
cas,  ces  intégrations  pourront  n'être  pas  possibles,  mais  la  méthode 
précédente  réduit  alors  le  problème  aux  quadratures  des  courbes. 

VIII. 

Le  cas  de  fonctions  rationnelles  et  entières  offre  quelques  simpli- 
tications  qu'il  n'est  pas  inutile  d'exposer.  Pour  cela,  soit  vivi\iC... 
un  produit  quelconque  des  variables  //,  //«,  u^^  ...;  si,  après  y  avoir 
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substitué  pour  u  sa  valeur  s  —  m,  —  //^  —  . . . ,  on  le  multiplie  par  rfi/, ,  il 
est  facile  de  s'assurer  que  l'intégrale 

fdu^  {s  —  Ux  —  w,  — ...  )'  u\  ù^l . . . 

prise  depuis  W|  =  o  jusqu'à  z/<  =  ^  —  w^  —  . . .  est 

I  .2.O.  .  •£.  I  «Is.O.  •  »  l 


I  .  2 . 3 . 4 .  .  .  (  *  -H  «  '  -I-  I  ) 


{s  —  w, —  Wj  — . .  ,y-^*'-^^  i/Ç  . . .; 


on  multipliant  cette  intégrale  par  du^  et  en  l'intégrant  depuis  1/2  =  0 
jusqu'à  i/j  =  5  —  Wj  —  . . . ,  on  aura  pareillement 

I.iS.0...{.l.2.0...C.I.2.0...»     .  v-i.'i.'v     • 

I.2.3.4...(l-hl'-hl''4-2)  ^  »        •••^ 

et  ainsi  de  suite;  donc,  si  l'on  suppose 

n  (1/)  — A  -f-B  1/  H-C  w*-4-..., 
ni(at)=:  A,-+-  B|//i-+-C|M*-+-. . ., 
n,(w,)=i  A,4-B,w,4-  C,wî-h. . ., 


<>(  que  Ton  désigne  par  Hw'M^'a'^  un  terme  quelconque  de 

r(ii,  i/„a„  ...), 

la  partie  correspondante  de  l(^)  sera 

1 .2.3. .  .1. 1 .2.3. .  .1'.  1 .2.3. . ./'. .  .H^-HI-HI-H»'-»-..-l 

X[A   H-(|-M)B  5H-(/  +  l)(l   -|-2)C  5*  +  ...] 

<B)  ^      x[Ai-f-(i'4.i)B,5-h(i'-hi)(i'-h2)C,5»H-...] 

X  [A,-h  (f  H-  I)  B,5  4-  (r-f- 1)  (t*-*-  2)  C,5*-h .  .  .] 

X , 

pourvu  que,  dans  le  développement  de  cette  quantité,  au  lieu  d'une 

puissance  quelconque  c  de  5,  on  écrive 5 

On  aura  ensuite  la  partie  correspondante  de  la  somme  entière  des 
valeurs  de  ^(^  ^1  »  /a»  •  •  •)»  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives, 
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en  changeant  un  terme  quelconque,  tel  que  HX/i's*,  en  E'k(s  —  (x)^  et 
en  substituant  dans  H»  au  lieu  de  k^  la  partie  de  l'exposant  \k  qui  est 
relative  à  ^;  au  lieu  de  k^9  la  partie  relative  à  t^  et  ainsi  du  reste. 

Si,  dans  la  formule  (B),  on  suppose  H  =  i  et  o  =  «  =  «'=  i"  = ... , 
on  aura  la  somme  des  valeurs  de  l'unité,  multipliées  par  leurs  proba- 
bilités respectives  :  or  il  est  visible  que  cette  somme,  n'étant  autre 
chose  que  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles  l'équa- 
tion 

a  lieu,  multipliées  par  leurs  probabilités,  exprime  conséquemment  la 
possibilité  de  cette  équation  elle-même.  Si,  dans  les  hypothèses  précé- 
dentes, on  suppose  de  plus  que  la  loi  de  possibilité  est  la  même  pour 
les  r  premières  variables  /,/<,...,  ^r^^ ,  et  que  pour  lesn  —  r  dernières 
elle  soit  encore  la  même,  mais  autre  que  pour  les  premières,  on  aura 

A   '——  A|       — .  •  •  —  A|>— I, 

B  i^ B|     =...=  B|>— I, 


A|i  —  A/vj-i  — ...  —  Ait— 1, 

B|.  =   B|H-|  =  .    .    .  =    Bu— ly 


et  la  formule  (B)  se  changera  dans  celle-ci 

(  5»-*x(A  -hB  5-+-aC5«  -h...)*-'' 
(G) 

I  X  (Ar4-Br5  4-aCr*'4-...)^; 

cette  formule  servira  à  déterminer  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d'un  nombre  quelconque  d'observations  dont  la  loi  de  facilité 
est  connue  sera  comprise  dans  des  limites  données,  ce  qui  peut  être 
utile  dans  plusieurs  circonstances,  et  particulièrement  lorsqu'il  s'agit 
de  prévoir  le  résultat  d'un  nombre  quelconque  d'observations.  Comme 
ce  problème  est  d'ailleurs  le  plus  simple  auquel  on  puisse  appliquer  la 
méthode  précédente,  il  est  très  propre  k  l'éclaircir,  et,  dans  cette  vue, 
nous  allons  considérer  les  exemples  suivants. 

OEupreê  de  £.  —  IX.  5l 
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IX. 

Supposons  n  —  i  observations  dont  les  erreurs  puissent  s'étendre 
depuis  —A  jusqu'à  -h  g  et  que,  en  nommant  z  Terreur  de  la  pre- 
mière, sa  facilité  soit  exprimée  par  a-\-bz  -\-  cz^\  supposons  ensuite 
que  cette  facilité  soit  la  même  pour  les  erreurs  5,,  Sj,  ...»  s^.^  des 
autres  observations,  et  cherchons  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  de  ces  observations  sera  comprise  entre  les  limites/y  et/?  -h  e. 

Si  Ton  fait 

il  est  clair  que  /,  /< ,  ^2>  •  •  •  seront  positifs  et  pourront  s'étendre  depuis 
zéro  jusqu'à  h-h  g;  de  plus,  on  aura 

Donc,  la  plus  grande  valeur  de  la  somme  s  -h  ^i  4- ...  -h  ^^-i  étant,  par 
la  supposition,  égale  à  /?  +  ^,  et  la  plus  petite  étant  égale  à  p,  la  plus 
grande  valeur  de  /  -t-  /^  -f- . . .  -h  t^^^  sera  (/^  — •  i)A  -f-  /?  +  e,  et  la  plus 
petite  sera  (n  —  i)h  -+-/?;  en  faisant  ainsi 

/„_<  sera  toujours  positif  et  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e. 
Gela  posé,  si  l'on  applique  à  ce  cas  les  formules  des  deux  articles  pré- 
cédents, on  aura 

d'ailleurs,  la  loi  de  facilité  de  Terreur  z  étant  a -t- ta -f-cs*,  on  en 
conclura  la  loi  de  facilité  de  /,  en  changeant  .3  en  /  —  A;  soit 

a!^=La'—  bh  -^ch^,        b'  =ib —  acA, 

on  aura 

pour  cette  facilité  :  ce  sera  donc  la  fonction  f  (0»  niais,  comme,  depuis 
/  =  h  +  ^jusqu'à  ^  =  00,  la  facilité  des  valeurs  de  t  est  nulle  par  Thy- 
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pothëse»  on  aura 
ce  qui  donne 
donc,  si  Ton  fait 

b'z=b'-{-2c{h-\-g)y 

la  quantité  que  nous  avons  nommée  ïl(u)  dans  l'article  YII  sera  ici 
et  Ton  aura 

ni(i/i),  n,(i/,),   ...,  n„«,(i/;,_,), 

en  changeant,  dans  cette  quantité,  u  successivement  en  1/4,  {i,,  ..., 

Quant  à  la  variable  t^^tf  on  observera  que  la  possibilité  de  Téqua- 
tion 

étant,  quel  que  soit  [x,  égale  au  produit  des  possibilités  de  z,  z^,  . . . , 
^«-99  Id  possibilité  de  Téquation 

sera  égale  au  produit  des  possibilités  de  /,  /«,  ...,  1^-2*  n^ais  cette 
même  possibilité  est  évidemment  égale  au  produit  des  possibilités  do 
tfi^f  . . .,  in-f  La  loi  de  possibilité  de  /«_,  est  donc  constante  et  égale 
à  l'unité,  et,  comme  cette  variable  ne  doit  s'étendre  que  depuis  z^.,  =  o 
jusqu'à  /»_,  =  ^,  on  aura 

partant 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 
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la  formule  (C)  de  l'article  précédent  se  changera  conséquemment  dans 
celle-ci 

Soit 

{a' -^  b' s -{- ics^Y-^  =a(*)-f-6<*)5-hc<*)s«-i-..., 

•..., 

et  cette  dernière  formule  prendra  la  forme  suivante 

—  (/i  — i)/A+^   (a(«)5"-*-+-6f«>:s»H-c<*)5'»+*-h...) 
-t-  (n  —  i)/'^+^+«(a<«)5'»-«-h  6(«>^'»4-cf*J5«+*H-. . .) 

-  (w-')(w-a)  ^;k+,^  (  a<»)  j'-'  + . . .  ) 

M     a  Je 


on  en  conclura  la  probabilité  cherchée  en  y  changeant  un  terme  quel- 
conque  tel  que  \l^f  en  — ^ — %^^  ce  qui  donne,  pour  cette  probabi- 
lité,  l'expression  suivante 

ad) [5»-»  —  (5  —  c)»-* ]  H [5»  —  (5  —  e)»] 

n(/i4-i) 
—  (/i  —  i)  I a(*)  [(5  —  A  —  ^)»->  —  (5  —  A  —  ^  -  «)«-!] 

(n  — i)(/i  — 2)  j    .^.^,  ,  .      , 

' ^ -'  jaW[(5—  2A  —  2^)'»-« 

—  (5  —  2/1  —  2^  — «)»-»]-+-...  j 


en  observant  de  rejeter  les  termes  multipliés  par  (s  —  (x)*",  dans  les- 
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quels  (X  est  plus  grand  que  s.  On  peut,  au  moyen  de  cette  formule, 
résoudre  un  problème  que  je  me  suis  proposé  ailleurs,  sur  les  incli- 
naisons des  orbites  des  comètes;  en  supposant  toutes  les  inclinaisons 
à  Técliptique  égalemept  possibles,  il  s'agissait  de  déterminer  la  pro- 
babilité que  l'inclinaison  moyenne  des  orbites  de  /i  —  i  comètes  sera 
comprise  dans  les  limites  6  et  6'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la 
somme  de  leurs  inclinaisons  sera  comprise  dans  les  limites  (n  —  i)6 
et  (n  —  1)0^.  En  nommant  ^,  /«,  z^,  . . . ,  /„.,  ces  inclinaisons,  comme 
elles  peuvent  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  go**,  on  aura 

/  =  o        el       ^  =  90*»  ou  -> 

Il  exprimant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  ;  de  plus,  leur 
possibilité  dans  cet  intervalle  étant  constante,  la  fonction  a' -h  b't  -h  ct^ 
se  réduit  à  la  constante  a",  d'où  il  est  aisé  de  conclure 

D'ailleurs,  la  valeur  de  /  étant  nécessairement  comprise  dans  les 
limites  o  et->  Ja'dt  =  i,  l'intégrale  étant  prise  pour  toute  l'étendue 

de  ces  limites,  d'où  l'on  tire  a'=  -y  la  formule  précédente  donnera 
ainsi  pour  la  probabilité  demandée 


5»-* 


_(,_«)-.-._(„_,)  [(5  _E)'-'_^,_e_Hy-'] 


rn — 1 \:zirx  {       -+-  ^ [(*  —  T^)     —  (5  —  e  —  tt)»-"] 

"^ i.a.3    ^[(^-fTr)'»-i-(5-e-}7r)'»-«]-h 

où  Ton  doit  observer  que  s  =  {n  —  i)0'  eie  =  (n  —  i)  (0'—  0). 


X. 

^f  ^îf  ^a»  •••  représentant  toujours  les  erreurs  de  n  —  i  observa- 
lions,  supposons  que  la  loi  de  facilité,  tant  de  l'erreur  positive  z  que 
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de  l'erreur  négative  —  5,  soit  ^  —  s,  et  que  A  et  —  A  soient  les  limites 
de  cette  erreur;  supposons,  de  plus,  que  cette  loi  soit  la  même  pour  les 
erreurs  s,,  5^,  . . . ,  z^^^  des  autres  observations,  et  que  Ton  cherche  la 
probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les.  limites /? 
et/?  -h  e. 

Si  Ton  fait  ^  =  /  —  A,  ^i  =  /^  —  A,  . . . ,  il  est  clair  que  /,  /,,  ... 
seront  toujours  positifs  et  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  2A; 
la  loi  de  facilité  de  /,  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  =  A,  sera  exprimée  par  /; 
cette  même  loi,  depuis  t  =  h  jusqu'à  t  =  ih^  sera  2A  —  /;  elle  sera 
nulle  depuis  t  =^ih  jusqu'à  /  =  c».  On  aura  ainsi  dans  ce  cas 

9  (0  =  ^ 

?'(0h-?  (^)  =  2/1  —  t. 


d'où  l'on  tire 


(^'{t)=z2h—  2tf 
(^''(t)=t      —2h. 


La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  Tl(u)  dans  l'article  VII  sera 
donc  w(i  —  l^y^  et  l'on  aura  les  fonctions 

ni(M,),    ...,  n„_,(i/;,_,). 

en  y  changeant  u  successivement  en  i/|,  £/2«  •  •  •  »  ^n-2  • 
Présentement,  on  a 

donc  la  somme  des  erreurs  s,  5,,  ...  devant,  par  l'hypothèse,  être  ren- 
fermée dans  les  limites/?  eip  -f-  e,  la  somme  des  valeurs  de  /,  /|,  ^,,  ... 
sera  comprise  dans  les  limites  (n  —  i)A  -f-/?  -h  e  et  (n  —  i)A  -h/?,  en 
sorte  que,  si  l'on  fait 

^n-i  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e,  et  Ton  prouvera,  comme 
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dans  Texemple  précédent,  que  sa  facilité  doit  être  supposée  constante 
et  égale  à  l'unité  dans  cet  intervalle,  et  qu'elle  doit  être  supposée  nulle 
depuis  t^^t  =  e  jusqu'à  ^„.,  =  oo;  d'où  l'on  conclura,  comme  dans  ce 
même  exemple, 

La  formule  (C)  de  l'article  VIII  deviendra  ainsi 

et  l'on  aura  la  probabilité  cherchée  en  changeant  dans  le  développe- 
ment de  cette  quantité  un  terme  quelconque  tel  que  X/****"**  en 

-^'^f  :>  ce  qui  donne  pour  l'expression  de  cette  probabilité 

—  (a/i  —  2)  [{s  —  /i )*»-*—  {s  — h  —  e)*«-«] 

i.2.3...(a/i  — 2)  I      ^  £an-~2)(o.n-_3j  ^.^^  _  ^  A)»»-»—  (^  -2  A  -  e)*»-*] 

1  ■  4 


en  ayant  soin  de  rejeter  les  termes  multipliés  par  (s  —  (jl)^"-^  lorsque 
^  —  (X  est  négatif. 

Je  dois  observer  ici  que  M.  de  la  Grange  a  déjà  résolu  le  problème 
où  l'on  se  propose  de  trouver  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs 
de  plusieurs  observations  sera  comprise  dans  des  limites  données, 
lorsque  la  loi  de  facilité  de  ces  erreurs  est  exprimée  par  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  ces  erreurs,  d'exponentielles,  de  sinus  et  de 
cosinus  {voir  le  Tome  V  des  Mémoires  de  Turin,  p.  221);  sa  méthode 
est  très  ingénieuse  et  digne  de  son  illustre  auteur;  mais  la  précé- 
dente a,  si  je  ne  me  trompe,  l'avantage  d'être  plus  directe  et  plus 
générale,  en  ce  qu'elle  réduit  la  solution  du  problème  aux  quadra- 
tures  des  courbes,  quelle  que  soit  la  loi  de  facilité  des  erreurs  des 
observations. 
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XI. 

Voyons  maintenant  Tusage  que  Ton  peut  faire  de  la  théorie  précé- 
dente dans  la  solution  des  problèmes  relatifs  à  un  nombre  /i  —  i  de 
joueurs  dont  on  ne  connaît  que  la  possibilité  des  adresses.  Soient 

^  ^if  .  .•  »  ^n-2  les  adresses  absolues  des  joueurs; 
A,  Af ,  Aj,  ...  les  plus  petites  valeurs  de  /,  /< ,  ...  ; 
A',  h\,  Aj,  ...  leurs  plus  grandes  valeurs; 

si  Ton  fait 

A'  4-  A'i  -h  ^i  4- . . .  =  5 

et 

la  variable  t^^t  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à 

h'—  h  4- A',  — /ij-H. . .; 

la  loi  de  sa  possibilité  doit  être  supposée  constante  et  égale  à  Tunité 
dans  cet  intervalle,  et  nulle  au  delà  jusqu'à  /„_,  =  oo;  de  plus,  il  est 
clair  que  les  adresses  respectives  des  joueurs  seront 

y  .    •    •    • 


On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  connues  de  l'analyse  des  hasards, 
la  solution  du  problème  proposé,  en  partant  de  ces  adresses  respec- 
tives, et  Ton  arrivera  à  un  résultat  qui  sera  une  fonction  de 

i ^  ^1 

/l'  4-  a;  4-  .  .  .  --  in-i  *      A'  4-  Ai  4- ...  —  /«-,  ' 

En  y  substituant,  au  lieu  de  5,  sa  valeur,  cette  fonction  sera  celle  que 
nous  avons  désignée  par  ^(l,  ^,  /s,  . . .)  dans  le  problème  de  l'ar- 
ticle YII;  il  ne  s'agira  plus  ensuite  que  de  chercher  par  la  méthode 
de  ce  problème  la  somme  de  toutes  les  valeurs  dont  cette  fonction  est 
susceptible,  multipliées  par  leurs  probabilités,  et  cette  somme  sera  le 
résultat  demandé  :  il  ne  reste  plus,  comme  on  voit,  dans  ce  genre  de 
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problèmes,  que  les  difficultés  inévitables  do  Fanalyse,  difficultés  qui 
deviennent  beaucoup  moindres  si  Ton  suppose  que  la  loi  de  possibi- 
lité des  adresses  est  la  même  pour  tous  les  joueurs. 

XII. 

Cette  loi  ne  peut  être  connue  que  par  une  longue  suite  d'observa- 
tions, et  le  plus  souvent  les  circonstances  ne  permettent  pas  de  les 
faire;  on  ne  peut  suppléer  à  cette  ignorance  que  par  le  choix  des  fonc- 
tions les  plus  vraisemblables;  l'analyse  des  hasards,  qui  n'est  en  elle- 
même  que  l'art  d'apprécier  les  vraisemblances,  doit  donc  nous  guider 
dans  ce  choix  :  examinons  ce  qu'elle  peut  nous  fournir  de  lumière 
sur  cet  objet. 

Nous  observerons  d'abord  que,  s'il  est  difficile  de  connaître  par  l'ob- 
servation la  loi  de  facilité  des  adresses  des  joueurs,  il  est  beaucoup 
plus  aisé  d'en  connaître  les  limites;  car  supposons  que  Ton  ait  observé 
la  plus  grande  inégalité  de  ces  adresses,  et  que  l'on  ait  trouvé  que  le 
rapport  de  l'adresse  du  joueur  le  plus  fort  au  joueur  le  plus  faible 
est  /n,  en  nommant  h  la  plus  petite  adresse  des  joueurs  et  h'  la  plus 

grande,  on  aura 

h' 

or,  si  l'on  nomme  i  l'adresse  moyenne  et  x  l'excès  de  h'  sur  cotte 
adresse,  on  aura 

donc 


d'où  l'on  tire 


I  -^x 
—-  jn, 

I  —  X 


m  —  I 

X  =: ) 

m  -h  I 


partant 


h— et         h'  — 


m  4-  I  m  -f-  I 


Maintenant,  la  loi  de  possibilité  des  adresses  étant  nulle  au  delà  des 
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limites  h  et  h\  il  est  très  vraisemblable  qu'elle  va  en  croissant  depuis 
ces  limites  jusqu'au  milieu  de  Tintervalle  qui  les  sépare  et  qu'elle  est 
la  même  de  chaque  côté  de  ce  milieu.  Voilà  donc  une  condition  à 
laquelle  on  doit  assujettir  la  fonction  dont  on  fera  choix;  mais  cette 
fonction  reste  encore  très  indéterminée,  et,  comme,  parmi  celles  qui 
peuvent  satisfaire  à  la  condition  précédente,  on  n'a  aucune  raison 
d'en  préférer  une,  il  faut  prendre  une  fonction  moyenne  entre  toutes 
ces  fonctions  :  la  question  est  ainsi  réduite  à  déterminer  cette  fonc- 
tion movenne. 

Pour  cela,  soient  ia  l'intervalle  compris  entre  les  deux  limites  et  x  la 
distance  du  milieu  de  cet  intervalle  à  un  point  quelconque  pris  de  l'un 
ou  de  l'autre  côté  de  ce  milieu  ;  si  l'on  élève  à  ce  point  une  ordonnée  j^, 
qui  représente  la  probabilité  de  a?,  on  aura  une  courbe  renfermée  entre 
les  deux  limites,  et,  la  valeur  de  x  devant  nécessairement  tomber  dans 
cet  intervalle,  la  surface  de  cette  courbe  sera  égale  à  l'unité,  en  sorte 
que,  depuis  le  milieu  jusqu'à  l'une  des  limites,  cette  surface  sera  \\  on 
peut  donc  concevoir  cette  quantité  ^  partagée  dans  un  nombre  infini 
de  parties  égales  distribuées  au-dessus  des  différents  points  de  l'inter- 
valle a;  par  la  condition  du  problème,  cette  répartition  doit  être  telle 
qu'il  y  ait  d'autant  moins  de  ces  parties  au-dessus  de  chaque  point 
qu'il  s'éloigne  davantage  du  milieu;  toutes  les  combinaisons  dans  les- 
quelles cela  existe  sont  également  admissibles,  et  l'on  aura  l'ordonnée 
moyenne  qui  en  résulte  pour  l'abscisse  x^  en  prenant  la  somme  de 
toutes  les  ordonnées  y  relatives  à  chaque  combinaison  et  en  la  divi- 
sant  par  le  nombre  de  ces  combinaisons. 

Supposons  d'abord  le  nombre  des  points  de  l'intervalle  a  fini  et 
égal  à  Tiy  et  nommons  s  le  nombre  infini  de  parties  qu'il  faut  distri- 
buer au-dessus  de  ces  points,  en  observant  la  condition  précédente; 
soient,  de  plus,  z  l'ordonnée  relative  au  /i**"**^  point;  z-\'  z^  l'ordon- 
née relative  au  {n  —  i)'«"»<^  point;  5  -h  :?<  -h  z.^  l'ordonnée  relative  au 
{n—  2)'''°*'  point,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'ordonnée  rela- 
tive au  premier  point  ou  au  point  du  milieu  de  l'intervaHe  ia  soit 
5  4-  5,  -+-...  -f-  5^.,  :  il  est  visible  que  5,  5, ,  s^,  . . . ,  5;,«;  seront  né- 
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cessairemont  positifs  et  que  Ton  aura 

Soit 

réquation  précédente  deviendra 

les  variables  /,  /<,  t^,  ...  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  5,  et 
l'ordonnée  relative  au  r**™*'  point  sera 

-  H î h  • — h... -h  -^-^• 

n       n  —  I        n  —  a  /• 

Il  faut  conséquemment  déterminer  la  somme  de  toutes  les  variations 
que  peut  recevoir  cette  quantité  et  la  diviser  par  le  nombre  de  ces 
variations  :  or  il  est  visible  que  ce  problème  rentre  dans  celui  de  l'ar- 
ticle Vil;  que  la  quantité  que  nous  y  avons  nommée  4'(^»^m'2»  •••) 
est  ici 


n        n  —  I  /• 


que  les  quantités  q  et  q'  sont  ici  o  et  s^  et  que  la  loi  de  facilité  des 
variations  de  /  doit  être  supposée  égale  à  une  constante  h  et  la  même 
que  pour  /|,  /^ On  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

r(ii,  a„  tf„  ...)  =  - H ■ h...-+- -^^--^  H 1 h  ^ 


H       n  —  I  r  n        n  —  i  /•     ' 


n(i/)  =  n,(ii|)  =  n,(wo  ==...= 0(1-/'); 

mais,  comme  il  faut  distinguer  les  limites  o  et^,  qui  appartiennent  aux 
variables  /,  /, ,  . . . ,  /„«;.,  afin  d'assigner  à  ^,  A, ,  . . . ,  k„_r  I^s  valeurs  qui 
leur  conviennent,  nous  représenterons  par  c\  s\  c\  s\  c'\  ,r,  . . .  ces 
limites.  Cela  posé,  la  formule  (B)  de  l'article  VIII  donnera  pour  l(.f) 


-  H ^ 1 ' h.. 

n       n  —  I        n  —  « 

kn-r                      I                 I                                1 

1                    .                                   ,-4  -                            1                   l         - 

.1                                                         1                      ■■    -1-  .  .  .  -f- 

/•      „   ,        n       n  —  1                   /• 

i.a.3. .  An  —  i) 

1 .2.6, , ,n 

s' 


X  ô^Ci  -  l'Yil^-  /*')  (K-  /'") . . . . 
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Il  faut  ensuite,  dans  le  développement  de  cette  quantité,  substituer 
pour  k  la  partie  de  l'exposant  de  /  qui  dépend  de  c  et  de  $'\  pour  k^ ,  la 
partie  de  cet  exposant  qui  dépend  de  d'  et  de  s'\  etc.;  diminuer  s  de 
l'exposant  entier  de  /,  et  rejeter  ce  terme  toutes  les  Fois  que  cet  expo- 
sant, ainsi  diminué,  sera  négatif;  enfin  supposer 

La  quantité  précédente  se  réduira  ainsi  à  cette  formule  très  simple 

h'^a^       /  I  I  I  I  \ 

r. -  H -1 h ...  -h  -    ; 

1 . 2 .  D . . .  /i  \  /i        n  -    \        n  —  '2  /•  /  ' 

en  divisant  cette  quantité  par  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons, 
qui  ne  peut  être  une  fonction  de  n,  on  aura,  pour  l'ordonnée  moyenne 
correspondante  au  r***'"*  point, 

N(-H î h...-i--|> 

\n       n  —  1  r  / 

N  étant  fonction  de  n. 

Supposons  maintenant  que  les  nombres  n  et  r  deviennent  infinis, 
que  le  r*""^  point  réponde  à  l'abscisse  x  et  le  /i'*''"*'  point  à  l'abscisse  a, 
on  aura,  comme  l'on  sait, 

I             1  I        ,  ,  .       n        ,      a 

— I h. .  .4-  -  —  logn—  logr—  log-  —  iog-; 

donc  l'ordonnée  moyenne  j^  qui  répond  à  l'abscisse  â?  estNlog-;  on 

déterminera  N,  en  observant  que  l'on  doit  avoir  TNrfxlog-  =  -, 
l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  a,  ce  qui  donne 


partant 


I  ,  a 
y=:  —  log- 
^       la     ^  œ 


Il  faut  observer  que  cette  équation  doit  être  supposée  la  même,  a;  étant 
positif  ou  négatif,  ce  qui  revient  à  supposer  ici  les  logarithmes  des 
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quantités  positives  égaux  aux  logarithmes  des  quantités  négatives, 
c'est-à-dire  log(x  =  iog(—  [x). 

XIII. 

Telle  est  l'équation  dont  il  faut  faire  usage  lorsqu'on  n'a,  relative- 
ment à  la  possibilité  des  valeurs  de  x,  d'autres  données,  si  ce  n'est 
qu'elle  est  d'autant  moindre  que  ces  valeurs  sont  plus  grandes  :  or 
c'est  ce  qui  a  lieu  dans  un  grand  nombre  de  circonstances.  Suppo- 
sons, par  exemple,  qu'il  s'agisse  du  véritable  instant  d'un  phénomène 
observé  par  plusieurs  observateurs;  chacun  d'eux  peut  aisément  fixer 
la  plus  grande  erreur  dont  son  observation  est  susceptible,  soit  en 
phtSy  soit  en  moinSy  en  prenant  pour  cette  limite  la  moitié  du  plus 
grand  intervalle  qu'il  peut  supposer  entre  deux  observations  sembla- 
bles, sans  les  rejeter  comme  mauvaises;  cet  intervalle  est  ce  que  nous 
avons  nommé  ia\  il  dépend  de  l'adresse  de  l'observateur,  de  la  bonté 
de  ses  instruments  et  de  la  précision  dont  l'observation  dont  il  s'agit 
est  susceptible,  et  il  doit  être  supposé  le  même  pour  tous  les  observa- 
teurs, si  l'on  n'a  aucune  raison  de  préférer,  sous  ce  point  de  vue,  une 
observation  à  une  autre.  Maintenant,  il  est  naturel  de  penser  que  les 
mêmes  erreurs,  en  plus  et  en  moins,  sont  également  probables  et  que 
leur  facilité  est  d'autant  moindre  qu'elles  sont  plus  grandes;  si  l'on 
n'a  aucune  autre  donnée,  relativement  à  leur  facilité,  on  retombe  évi- 
demment dans  le  cas  du  problème  précédent  :  il  faut  donc  supposer 
alors  la  possibilité,  tant  de  l'erreur  positive  x^  que  de  l'erreur  néga- 
tive —  a:,  égale  à  —  log^î  et  c'est  cette  loi  de  possibilité  dont  il  faut 

partir,  dans  la  recherche  du  milieu  que  l'on  doit  choisir  entre  les 
résultats  de  plusieurs  observations. 

Lorsqu'il  s'agit  des  adresses  des  joueurs,  on  a  (art.  XII)  2a  =  A'— A; 
l'adresse  t  d'un  joueur  quelconque  est  égale  à  i  ±a:  :  la  possibilité 
de  /,  depuis  /  =  A  jusqu'à  t  =  h\  sera  donc  représentée  par 
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pourvu  que  Ton  fasse  les  logarithmes  des  quantités  négatives  égaux 
aux  logarithmes  des  quantités  positives.  En  appliquant  à  ce  cas  les 
formules  de  l'article  VII,  on  aura 

9'(/)  4-  9(0 =o     ou     9'(o  =  jTzrjp^^^r^r 

on  doit  supposer  d'ailleurs  cette  loi  de  possibilité  la  même  pour  les 
adresses  de  tous  les  joueurs  :  on  aura  ainsi  toutes  les  données  néces- 
saires à  la  solution  des  problèmes  que  Ton  peut  se  proposer  relati- 
vement à  un  nombre  quelconque  de  joueurs;  et,  en  appliquant  à  ces 
données  l'analyse  de  l'article  VU,  on  parviendra  au  seul  résultat  qui 
convienne  à  l'état  d'ignorance  où  nous  nous  supposons  relativement  à 
la  facilité  des  adresses  des  joueurs. 

XIV. 

La  théorie  précédente  suppose  que  l'on  n'a  aucune  raison  d'attri- 
buer à  l'un  des  joueurs  plus  d'adresse  qu'aux  autres,  ce  qui  est  vrai 
lorsque  le  jeu  commence;  mais,  a  mesure  que  les  parties  se  succèdent 
et  que  les  événements  du  jeu  se  multiplient,  on  acquiert  de  nouvelles 
lumières  sur  leurs  forces  respectives,  en  sorte  qu'elles  seraient  exac- 
tement connues  si  le  nombre  des  parties  était  infini,  comme  nous  le 
démontrerons  dans  la  suite  :  les  adresses  des  joueurs  et,  plus  généra- 
lement, les  différentes  causes  des  événements  sont  ainsi  liées  à  leur 
existence  par  des  lois  qu'il  est  très  important  de  bien  connaître,  et, 
sous  ce  point  de  vue,  on  ne  peut  douter  que  les  événements  passés 
n'influent  sur  la  probabilité  des  événements  futurs.  Examinons  cette 
influence  et  la  manière  dont  on  doit  en  tenir  compte. 

Pour  cela,  nommons  E  l'événement  déjà  passé;  e  l'événement  futur 
dont  on  propose  de  calculer  la  probabilité  P;  E  -f-  e  un  événement 
composé  de  l'événement  E  arrivant  le  premier  et  de  l'événement  e 
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arrivant  ensuite.  Si  Ton  détermine  par  la  théorie  précédente  et  sans 
avoir  égard  aux  événements  passés  la  probabilité  de  l'événement  Ë  et 
celle  de  l'événement  E-h  e;  que  Ton  nomme  V  la  première  de  ces  pro- 
babilités et  ç  la  seconde,  il  est  clair  que  cette  dernière  probabilité  i^ 
sera  égale  à  la  probabilité  de  l'événement  E,  multipliée  par  la  proba- 
bilité cherchée  P,  que,  E  ayant  déjà  eu  lieu,  l'événement^  lui  succé- 
dera; on  aura  ainsi  PV~  i^,  ce  qui  donne 

La  méthode  précédente  s'applique  donc  également  au  cas  où  l'on  a  égard 
aux  événements  passés,  et  il  n'en  résulte  qu'un  calcul  plus  composé. 

Lorsque  la  possibilité  des  événements  est  connue  a  priori  et  par  la 
nature  même  des  causes  qui  les  produisent,  comme  la  possibilité 
d'amener  une  face  donnée  d'un  dé  dont  la  matière  est  homogène  et 
dont  les  faces  sont  parfaitement  égales,  la  probabilité  t' de  l'événement 
E  -f-  ^  se  détermine  en  calculant  séparément  les  probabilités  de  E  ot 
de  e,  et  en  les  multipliant  l'une  par  l'autre,  en  sorte  que  la  valeur  de  P 
est  égale  à  la  probabilité  de  e.  Il  suit  de  là  que  les  événements  passés 
n'ont  alors  aucune  influence  sur  la  probabilité  des  événements  futurs; 
on  peut  s'en  assurer  d'ailleurs,  en  observant  que,  quels  que  soient  les 
événements  déjà  arrivés,  leur  possibilité  absolue  reste  toujours  la 
même,  ce  qui  rend  la  considération  du  passé  entièrement  inutile 
lorsque  cette  possibilité  est  exactement  connue;  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  quand  elle  ne  l'est  pas;  car  il  est  visible  que  les  événements 
passés  doivent  rendre  plus  ou  moins  probables  les  différentes  valeurs 
qu'on  peut  lui  supposer,  suivant  qu'elles  leur  sont  plus  ou  moins  favo- 
rables. Cette  remarque  nous  conduit  naturellement  à  déterminer  la 
probabilité  des  causes  prise  des  événements. 

XV. 

Supposons  qu'un  événement  donné  ne  puisse  être  produit  que  par 
les  n  causes  A,  A',  ...,  A^""*^;  soient  x  la  probabilité  qui  en  résulte 
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pour  l'existence  de  A;  a?'  celle  de  Texistence  de  A';  x"  celle  de  l'exis- 
tence de  A",  etc.  Si  Ton  nomme  a,  a\  a",  ...  les  probabilités  que  les 
causes  A,  A',  A",  . . .,  étant  supposées  exister,  produiront  l'événement 
dont  il  s'agit,  il  est  clair  que  la  probabilité  d'un  second  événement 
semblable  au  premier  sera  égale  au  produit  de  a  par  la  probabilité  x 
de  la  cause  A,  plus  au  produit  de  a!  par  la  probabilité  af  de  la  cause  A\ 
plus  etc.;  d'où  il  suit  que  Ton  aura 


ax  -h  a! x'-\'  aP x^-\- . . . 


pour  cette  probabilité;  on  trouvera,  de  la  même  manière, 

a^x  -h  a'*d?'-H  a'*  J7''h-  . . . 

pour  la  probabilité  de  deux  événements  consécutifs  semblables  au 
premier; 

a}x  -\-  a'^x'-+-  a*' jF^'-h . .  . 

pour  la  probabilité  de  trois  événements  consécutifs  semblables,  et 
ainsi  de  suite.  On  aura,  par  l'article  précédent,  ces  mêmes  probabi- 
lités, en  cherchant  a  priori  les  probabilités  de  deux,  de  trois,  de 
quatre,  etc.  événements  consécutifs,  et  en  les  divisant  par  la  probabi- 
lité du  premier;  or  la  probabilité  d'un  premier  événement  est  a  ou  a\ 
ou  a'\  etc.  suivant  que  la  cause  A  ou  la  cause  A',  ou  etc.  existe;  ce  qui 
donne 

-{a  4-a'-+-  a'-^.  .  .) 
n 

pour  cette  probabilité.  Pareillement,  les  probabilités  de  deux,  de 
trois,  etc.  événements  semblables  sont 

~(a*-i-a'*-+-a''*4-...).     -  (a'-h  a''H- a''-h  . . .)»      •••; 
Il  n 

donc  les  probabilités  qu'un  premier  événement  ayant  déjà  eu  Heu,  il 
sera  suivi  d'un  ou  de  deux,  etc.  événements  semblables,  sont 

fl*-+-V*j4-  a" -h . . .       /7' -f-  rt" -h  a''* -h  . . . 
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ax  -i-  a* x^  -+-  a" x"  -h 


a*J?-Ha'*a:'-+-rt'*j:-^4-. .  .= 


i\  ^^_i_       — 


a*-|-a'*-+-rt''*-4-... 

> 

«  4- «'-+- a^-f- . . . 

"  > 

a' 4- a'»  4- a'' -4-. .. 

1 

• 

ûf -f- a'4- ^"4- . . .    ^ 


on  formera  n  —  i  équations  semblables,  et,  en  les  combinant  avec 
Téquation 


X -\-  X' -\-  X  -\-  ,  ,  .=  I 


qui  résulte  de  la  supposition  que  Tévénement  ne  peut  être  produit  que 
par  les  n  causes  A,  A',  A",  . . .,  on  aura  en  tout  n  équations  du  premier 
degré,  qui  serviront  à  déterminer  x^  x\  x'\  . . .;  or  il  est  visible  que 
l'on  y  satisfera  en  faisant 


X  — 

x'— 

•    *    ■    • 

a 

a  -h  a'-+-  a" 
a' 

'-f-... 

a  H-  a'-\-  a' 

'-f-... 

d'où  il  suit  que,  pour  avoir  la  probabilité  de  Texistence  d'une  cause 
quelconque  A^''^  résultante  d'un  événement  donné,  il  faut  déterminer 
la  probabilité  a^^^  que  cette  cause  ayant  lieu  produira  cet  événement, 
et  diviser  cette  probabilité  par  la  somme  des  probabilités  semblables 
a,  fl',  a"^  ...  relatives  à  toutes  les  causes  qui  peuvent  le  produire. 


XVI. 

Pour  appliquer  cette  théorie  et  pour  faire  sentir  par  un  exemple 
fort  simple  l'influence  des  événements  passés  sur  la  probabilité  de 
ceux  qui  suivent,  considérons  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses 
soient  inconnues;  il  est  infiniment  peu  vraisemblable  qu'elles  seront 

parfaitement  égales.  Soient  donc  - — -  la  plus  grande  et  -^^—  la  plus 

petite;  si  Ton  cherche  la  probabilité  P  que  A  gagnera  les  deux  pre- 

CKnvres  de  L,^\\,  ^3 
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mieres  parties,  on  aura,  par  l'article  II, 


P=: 


i-h  a* 


en  sorte  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  parier  i  contre  3  que  cela  aura  lieu  ; 
mais,  si  Ton  cherche  la  probabilité  que  B  ayant  déjà  gagné  la  première 
partie,  A  gagnera  les  deux  suivantes,  il  est  visible  que  la  valeur  pré- 
cédente de  P  est  trop  considérable,  puisqu'il  y  a  une  raison  de  croire 
que  l'adresse  de  B  est  la  plus  grande.  En  effet,  si  l'on  considère  chaque 
adresse  comme  une  cause  particulière  de  l'événement,  la  probabilité 

que  l'adresse  de  B  est sera,  par  l'article  précédent,  égale  à  la 

probabilité  que  B  ayant  cette  adresse  gagnera  la  première  partie, 
divisée  par  la  somme  des  probabilités  qu'il  la  gagnera  en  ayant  suc- 
cessivement les  adresses et ;  d'où  l'on  tire pour  cette 

probabilité. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  P,  on  observera  que 
l'événement  que  nous  avons  nommé  E  dans  l'article  XIV  est  ici  le 
gain  de  la  première  partie  par  B,  et  que  l'événement  e  est  le  gain  des 
deux  parties  suivantes  par  A;  la  probabilité  V  de  l'événement  E  est 

donc  ou  »  suivant  que  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 

adresse  appartient  a  B,  ce  qui  donne,  en  prenant  la  moitié  de  la 
somme  de  ces  deux  valeurs,  V=:^;  pareillement,  la  probabilité  i* 

de  l'événement  E  -i-  e  est  égale  à  ^  (^)'  «^  ^  i^  i^T^l ' 
partant 


('  = 


i~a« 


8 
donc 


V  I  —  Cf} 


Pz=  —  —  - --• 


il  y  a  donc  du  désavantage  à  parier  i  contre  3  que  A  gagnera  les  deux 
parties  suivantes,  en  sorte  que  l'inégalité  des  adresses  qui,  dans  le 
premier  cas,  favorise  celui  qui  parie  conformément  au  Calcul  ordi- 
naire des  probabilités,  lui  est  défavorable  dans  celui-ci. 
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On  trouvera  de  la  même  manière  que,  B  ayant  déjà  gagné  la  pre- 
mière partie,  la  probabilité  P  que  A  gagnera  les  n  suivantes  est 


I  — a' 


P  =  -T^liTT  [('  +  «)"-*  +  ('  -  «r-*]- 


Si  a  est  peu  considérable,  on  a  à  très  peu  près 

p  =  —    I  4-  a'     ^^ -^ —  I       ; 

2  1         L         '  •  2  J  ) 

or,  toutes  les  fois  que  n  surpassera  3,  cette  quantité  sera  plus  grande 

que  la  probabilité  ~  que  donne  la  supposition  des  adresses  égales; 

d*oii  il  résulte  que,  dans  ce  cas,  quoiqu'il  soit  probable  que  A  est 
le  joueur  le  plus  faible,  cependant  la  probabilité  qu'il  gagnera  les 
n  parties  suivantes  est  plus  grande  que  si  l'on  supposait  A  et  B  de 
forces  égales. 

XVII. 

Lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  a  priori  sur  la  possibilité  d'un  évé- 
nement, il  faut  supposer  toutes  les  possibilités,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'unité,  également  probables;  ainsi,  l'observation  pouvant  seule  nous 
instruire  sur  le  rapport  des  naissances  des  garçons  et  des  filles,  on 
doit,  à  ne  considérer  la  chose  qu'en  elle-même  et  abstraction  faite  dos 
événements,  supposer  la  loi  de  possibilité  des  naissances  d'un  garçon 
ou  d'une  fille  constante  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  et  partir  de  cette 
hypothèse  dans  les  différents  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer  sur 
cet  objet. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  observé  que,  sur/?-hy  enfants, 
il  est  nkp  garçons  et  q  filles,  et  que  l'on  cherche  la  probabilité  P  que, 
sur  m  -f-  /2  enfants  qui  doivent  naître,  il  y  aura  m  garçons  et  n  filles; 
si  l'on  nomme  a?  la  probabilité  qu'un  enfant  qui  doit  naître  sera  un 
garçon,  et  i  —  a?  celle  qu'il  sera  fille,  en  désignant- 

1 . 2 . 3 . . .  ( /?  -f-  7  ) 
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par  X,  on  aura 

pour  la  probabilité  que,  sur  p  -+-q  enfants,  il  y  aura  p  garçons  et 
q  filles;  cet  événement  est  celui  que  nous  avons  nommé  E  dans  l'ar- 
ticle XIV.  Pareillement,  si  l'on  désigne  par  y  le  produit 

1 .2.3. .  .(m  ■+-  n) 
1 . 2 . 3 . . .  /li .  1 . 2 . 3 . . .  /i 

on  aura 

pour  la  probabilité  que,  sur  p-hq  enfants  qui  naîtront  d'abord^  il  y 
aura  p  garçons  et  q  filles,  et  que,  sur  m-h  n  enfants  qui  naîtront 
ensuite,  il  y  aura  m  garçons  et  n  filles;  cet  événement  est  celui  que 
nous  avons  nommé  E  +  e  dans  l'article  cité.  Maintenant,  x  étant  sus- 
ceptible de  toutes  les  valeurs  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  =  i,  et  toutes 
ces  valeurs  étant  a  priori  également  probables,  il  faut,  pour  avoir  la 
véritable  probabilité  de  E,  multiplier  7<xp(i  —  xy  par  adx,  a  étant 
constant,  et  prendre  l'intégrale  'kfax^^i  —  xydx  (depuis  a?  =  o 
jusqu'à  or  =  i);  la  valeur  de  a  se  déterminera  en  observant  que,  ^r 
devant  nécessairement  tomber  entre  o  et  i,  on  a 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a?  =  G  jusqu'à  a;  =  i,  ce  qui  donne  a  =  i. 
On  aura  semblablement 

pour  la  probabilité  entière  de  l'événement  E  -f-  e;  donc  la  probabilité 
cherchée  P,  que,  sur  m-^n  enfants  qui  doivent  naître,  il  y  aura  m  gar- 
çons et  n  filles,  sera,  par  l'article  XIV, 

y  CxP-^'^{i  —  xY'^'*^  dx 
/  xP{i  —  x)''dx 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
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x=o  jusqu'à  a?  =  I .  Cette  condition  donne 

/xP(i  —  x\i  dx  1= '- — '■ — '-—t- 


'    '      -fl     •    .   !: 


(/^  +  0  (i> -+- 2). . .(/? -f- çr -i- I) 


^'  (yy -h  m  4- i)  (/?-+- /n  H- 2). .  .(/>-H^H-m-H /i -h  i) 

ce  qui  change  l'expression  de  P  dans  celle-ci 

/^x  p  ^     (^  -^  i)  (9  -^  '^)"  '{Ç  -^  n)  (p  -h  i)  ip  -^  2) . .  ,{p  -{-  m) 

'      (i?-h7H-a)(p-t-ç4-3)...(/>H-^ -h/w  +  /i-hi) 

Or  on  a,  comme  Ton  sait, 

1oé(i^2.3...'i/)rt:^|log27r-h(a-+-i)logtt-- W4-~î ô^—i  4-   .., 

oequi  danne  à  très  peu  près,  lorsque  u  est  considérable, 


-■  '  i 


I  .2.3.  .  .a  zzzy/TTTM        'e""**, 


1^  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  et  e  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité;  donc,  si  l'on  suppose  p 
etq  de  trè^  grands  nombres,  on  aura 

(^4-0(9-^2)... (^4-  /»)==  ,    a    q   \.  ^~ ^n ^^ 

(/>■+■  0(/> -H  2)... (/?-+- m)  =  ^^^ 4 e-"', 

(p  4- <7  H- m -h/l)                       * 
(/?-t-ç-hi)...(/?4-9-h/n4-/i)i=  i^- ^^ ' j e-'«-'». 

Bn  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  P,  et  en  observant  que 
l'on  a  à  très  peu  près 

P  -h  9  -H  I  _  P  -^9 


p-^q-hm-hn-hi        p  -^  q  -^  m  -{-  n 


elle  deviendra 


,  .q+n-h-.  sP-^^-^ii  vP-*-'»«-^-î 

^    /  *        7  1         i  » 
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Si  a  et  5  sont  de  très  petits  nombres  par  rapport  hp  et  à  ^,  on  a 

\Og(p  -I-  ll)P^*z=  {p  4-  s)  Uogp  -h  logM  -+-  M  J 

=  (/^  H-  ^)  (  ~  -^  ^ogpj  =  fA  H-  (i»  -h  J)  logp; 
donc 

partant,  si  m  et  /i  sont  très  petits  relativement  à/>  et  q^  on  a 

I  t 

{p-hmy  »=«'«/         s 

3  s 

(p^q-^m-^ny    ^  ^zzze'^^'^ip'hgf    '    «, 


d'où  l'on  tire 


p^y    p'^r 


(P-^l) 


m-4-« 


XVIII. 

Cette  valeur  de  P  est  la  même  que  celle  à  laquelle  on  parviendrait 
en  supposant  les  possibilités  des  naissances  des  garçons  et  des  filles 
dans  le  rapport  de/?  à  y;  d'où  il  est  naturel  de  conclure  que  ces  possi- 
bilités sont  à  très  peu  prés  dans  le  même  rapport,  et  qu'ainsi  la  vraie 

possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  très  approchante  de  — ^ — ; 
ce  n'est  pas  que,  absolument  parlant,  elle  ne  puisse  avoir  une  valeur 
bien  différente,  mais  l'expression  — —  et  celles  qui  en  sont  très  voi- 
sines sont  incomparablement  plus  probables  que  les  autres,  et  l'on 
peut  énoncer  ainsi  la  conclusion  précédente  : 

Si  l'on  désigne  par  0  une  quantité  fort  petite  et  par  P  la  probabilité 
que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  comprise  dans  les 

limites  — 0  et  — h  0,  la  valeur  de  P  différera  d'autant  moins 

p-^q  p-^q 

de  la  certitude  ou  de  Tunité  que/?  et  q  seront  de  plus  grands  nombres. 
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et  Ton  peut  tellement  faire  croître  ^  et  7  que  la  différence  de  P  à  l'unité 
soit  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée,  quelque  petit  que  0  soit 
d'ailleurs. 

On  voit  par  là  commentées  événements,  en  se  multipliant,  nous 
indiquent  d'une  manière  de  plus  en  plus  probable  leur  possibilité 
respective;  mais,  comme  le  théorème  précédent  n'est  vrai  que  dans 
l'infini  et  que  la  valeur  de  P  diffère  toujours  un  peu  de  l'unité  lorsque 
p  et  q  sont  des  nombres  finis,  il  est  intéressant  de  connaître  celte  dif- 
férence, et  pour  cela  nous  allons  donner  l'expression  de  P  par  une 
suite  très  convergente  que  nous  verrons  se  réduire  à  l'unité,  lorsque 
p  eiq  sont  infinis,  et  qui  nous  fournira,  de  cette  manière,  une  démon- 
stration directe  et  rigoureuse  du  théorème  dont  il  s'agit. 

Soient  a?  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  et  i  —  a?  celle  de 
la  naissance  d'une  fille;  la  probabilité  que,  sur/? -h  q  enfants,  il  y  aura 
p  garçons  et  q  filles,  sera,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  précédent,  égale 
à  'kxPÇi  —  xy;  or,  si  l'on  regarde  x  comme  une  cause  particulière  de 

fxP{i  -—  xY dx 

'cet  événement,  =^-: sera,  par  l'article  XV,  la  probabilité  de 

J  xP{i  —  x)'i  dx 

cette  cause,  pourvu  que  l'intégrale  du  dénominateur  soit  prise  depuis 
07  =  o  jusqu'à  0?  =  I  ;  donc  la  probabilité  P,  que  x  sera  contenu  dans 

CxP{i  —  xY  dx 

des  limites  données,  sera  ^, >  pourvu  que  l'intégrale  du 

I  xP{î  —  x)'J dx 

numérateur  ne  soit  prise  que  dans  l'étendue  de  ces  limites;  la  ques- 
tion est  ainsi  réduite  à  déterminer,  dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  de 
/j?^(j  —  xydxy  lorsque  p  eiq  sont  de  très  grands  nombres. 
Soit  y  =  a?^(i  —  a:)^,  on  aura 

P  —  {p-^l)^ 


et  si  l'on  fait  p=  -,  q  =  f^,  a.  étant  une  fraction  extrêmement  petite, 
puisque  f»  et  q  sont  très  considérables,  on  aura 

ydx  =  azdy^ 
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3  étant  égal  à  -^^t— — r-;  de  là  on  tirera,  quel  que  soit  s^ 

.^       z'      ,         ^  l  dz  ^d(zdz)         .d[sd(zdz)'\  t 

C  étant  une  constante  arbitraire  qui  dépend  de  la  valeur  de  jydxy  à 
Torigine  de  Tintégrale.  Cette  suite,  qui  est  d*un  grand  usage  dans  ces 
recherches,  se  démontre  facilement  en  observant  : 
I"  Que 

J  y  dx  zzz  Jocz  dy  =  cnyz  —  ^Ç y  à,z  ; 

2*^  Que  l'équation 

dy 
ydxznoizdy        donne        jrzas—-» 

et  qu'ainsi 

/,  /'  zdz  j  z  dz  r    d{^dz) 

3°  Que 

r    djzdz)  _      c.djzdz)  d(sdz)  ^    d[zd(zdz)] 

jy  dx  -''J  -^di~'^y-''y''  dx*    'J^ — dx^ — 

ot  ainsi  de  suite. 

La  série  précédente  cesse  d'être  convergente  lorsque  le  dénomina- 
teur de  z  est  très  petit  de  l'ordre  de  a,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  x 

ne  diffère  de que  d'une  quantité  de  cet  ordre;  il  faut  donc  n'em- 

ployer  cette  série  que  dans  le  cas  où  cette  différence  est  très  grande 
par  rapport  à  a.  Mais  cela  ne  suffit  pas  encore  :  chaque  différentiation 
augmentant  d'une  unité  les  puissances  des  dénominateurs  de  z  et  de 
SOS  différentielles,  il  est  visible  que  le  terme  de  la  série  multiplié 
par  a'  a  pour  dénominateur  celui  de  z,  élevé  à  la  puissance  21  —  1; 
donc,  pour  la  convergence  de  cette  suite,  il  est  nécessaire  que  a  soit 
beaucoup  moindre,  non  seulement  que  le  dénominateur  de  :;,  mais 
encore  que  le  carré  de  ce  dénominateur. 

Il  suit  de  là  que  la  suite  (X)  donnera,  par  une  approximation  rapide, 
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l'intégrale  fydx  priae  depuis  a?  =  o  jusqu'à  x  =  — ' 0,  pourvu 

que  a  soit  beaucoup  plus  petit  que  0^;  et  si  l'on  observe  que  l'on  a 
^^  —  o  et  s  =  0  loTsqtie  a?  --  o,  on  trouvera,  pour  la  valeur  de  fydx, 
dans  ce  cas. 

Cette  suite  a  Tavantage  de  donner  les  limites  entre  lesquelles  la  valeur 
,  de  fydx  est  resserrée}  en  cflFet,  cette  valeur  est  moindre  que  le  pre- 
mier terme  et  plus  grande  que  la  somme  des  deux  premiers  termes. 
Pour  le  démontrer,  nous  donnerons  à  z  cette  forme 

fl X fX 


€t  nous  aurons 


,  dx  u.  dx 

dz  =z h 


I-t-/X  (l-+-ffc)[l—  (l-+-fX)j7]  = 


On  voit  ainsi  que  s  et  dz  augmentent  à  mesure  que  a?  augmente  depuis 
x  ~  o  jusqu'à  X  =  — ^—  ;  les  quantités  s,  ^"  et  —j-j—  sont  donc  tou- 
jours positives  dans  cet  intervalle,  ainsi  que  les  intégrales  fydz  et 
/  y  -^ — -;  or  on  a,  par  ce  qui  précède, 

fydjr  —  ayz  —  ixf  y  dz. 

Partant  fydx  est  moindre  que  OLyz\  pareillement 

/,  dz  r    d(zdz) 

et,  par  conséquent,   fydz  est  moindre  que  ayz^y  donc  fydx  est 

moindre  que  oiyz  et  plus  grand  que  ajan  —  «  t-)-  Cette  remarque 

peut  servir  lorsque,  sans  chercher  la  valeur  exacte  de  fydx,  on 
veut  s'assurer  si  elle  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  quantité 
donnée. 

OXuvres  de  L.  —  IX.  54 
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La  suite  (X)  donnera  encore  l'intégrale  fydx^  depuis  a?—  — ? 1-  6 

jusqu'à  a?  =:  I ,  et  si  Ton  considère  que,  x  étant  i ,  on  a  y  =  o  et  5  —  o, 
on  verra  facilement  que  la  valeur  de  fydx,  dans  ce  dernier  cas,  est 
la  valeur  même  de  fydx  dans  le  premier  cas,  prise  en  moins,  et  dans 
laquelle  on  change  6  en  —0;  donc,  si  Ton  nomme  k  l'intégrale  entière 
fydx^  prise  depuis  x—o  jusqu'à  a?  ==  i,  on  aura,  aux  quantités  près 

de  l'ordre  a',  pour  cette  même  intégrale,  prise  depuis  x  == Ô 

jusqu'à a:= H6,ou,cequirevientaumême,  depuisa?— — ^^ 0 

jusqu'à  X  =  — ^^ h  0, 


«f^^"^     )*  (l-f-fJL)»0* 


[i~(i4-fx)0]/>-'(^H-i±-^0y 

H-  [i  4-  (n-  ix)e]p-^'{i  -  i-ii^  ôV""* 

ce  qui  donne 


P:m 


-'^-l'-'^'-^^-lP^l 


i  [,_(n-^)9]/>-i(^,H-i±ifôy'"' 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'avoir  la  valeur  de  ^;  or  on  a,  par 
l'article  précédent, 

i  .2/6, ,  .{p  -h  g  -h  i) 

et,  quel  que  soit  m, 

1 .2.3. .  .M  =\/27ra     *e""(i-h h...), 

^  \  12U  ) 
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d'où  il  est  aisé  de  conclure,  en  faisant/?  =  -  et  y 


K —  i  i  *  "î"  ^ ; — : — ^^ h.../. 

/      .       ^P<^^\^  12fx(l-+-fx)  ) 

(l-h/x)  » 

5 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a^, 
sur  quoi  l'on  doit  observer  que  la  quantité 


[,_(i  +  ^)e]p(^,  +  l±i^ô) 


9 


est  à  son  maximum  lorsque  0  =  o;  d'où  il  suit  que  la  plus  grande  va- 
leur du  facteur 

[i--(i4./.)0]/-i(^i-Hi^0y"* 

est  très  près  de  2,  et  qu'il  est  beaucoup  moindre  pour  pe^  que  0  soit 
plus  grand  que  zéro. 

Dans  la  question  présente,  ce  facteur  est  toujours  extrêmement 
petit;  pour  le  faire  voir,  nous  mettrons  la  quantité 

sous  cette  forme 

et  nous  observerons  que,  0  étant  fort  petit,  on  a,  par  des  suites  couver- 
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grintes, 

,.,(,-.  i±s ,)  =  !-;iî ,  _  !  (iifi)'s.,  ■  (i«)V-.-.... 

d'où,  en  substituant  au  lieu  de  /?,  - ,  et  au  lieu  de  q,  - >  on  tire 


OL  •    a 


iog[i-  (n-fjL)9]/'(i  +  i:^/fôy 


(I  -f-  ii)\  e^  _  (ji  zil]Sl±±)l  ^'  _ 

partant 


a 


0^  étant,  comme  nous  l'avons  supposé,  beaucoup  plus  grand  que  a,  et 
f,  logarithme  hyperbolique  de  l'unité,  étant  plus  grand  que  2,  il  est 
clair  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  très  petit  et  décroît 
très  rapidement  lorsque  a  diminue;  d'où  il  suit  que  la  quantité 


[i-  U-+- 


^)ey^^{.-.'-±-tteY' 


est  elle-mêmo  très  petite,  ce  qui  est  également  vrai  de  la  quantité 


[i^(i  +  fx)9]/'^«(,-i:^'^0y, 


dans  laquelle  se  change  la  précédente  en  faisant  0  négatif. 

On  voit  ainsi  que,  0  restant  le  même,  quelque  petit  qu'il  soit  d'ail- 
leurs, la  différence  de  P  à  l'unité  devient  d'autant  moindre  que  a 

diminue,  non  seulement  parce  que  le  facteur  a^qui  multiplie  cette 
différence  diminue,  mais  encore  parce  que  le  facteur 
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est  très  petit  et  diminue  avec  une  grande  rapidité  ;  et  il  est  visible  que 
Ton  peut  tellement  augmenter  p  et  q,  et,  par  conséquent,  diminuer  a, 
que  cette  différence  de  P  à  l'unité  sort  moindre  qu'aucune  grandeur 
donnée,  ce  qui  est  le  théorème  dont  nous  avons  parlé  au  commence- 
ment de  cet  article. 

XIX. 

Un  des  principaux  avantages  de  la  théorie  précédente  est  de  fournir 
une  solution  directe  et  générale  d'un  problème  intéressant,  dont  l'objet 
est  le  plus  ou  moins  de  facilité  des  naissances  des  garçons  et  des  filles 
dans  les  différents  climats.  On  a  observé  qu'à  Paris  et  à  Londres  il 
nait  constamment  chaque  année  plus  de  garçons  que  de  filles,  et, 
quoique  la  différence  soit  peu  considérable,  il  serait  assez  extraordi- 
naire que  cela  fût  l'effet  du  hasard,  et  il  est  bien  plus  naturel  de  penser 
que,  en  France  et  en  Angleterre,  la  nature  favorise  plus  la  naissance 
des  garçons  que  celle  des  filles.  A  la  vérité,  les  naissances  observées 
pendant  quatre  ou  cinq  ans  dans  quelques  petites  villes  de  France 
semblent  y  indiquer  une  moindre  facilité  pour  la  naissance  des  garçons 
que  pour  celle  des  filles;  mais  il  est  très  possible  que,  sur  un  petit 
nombre  de  naissances,  tel  que  quatre  ou  cinq  cents,  il  y  ait  plus  de 
filles  que  de  garçons,  quoique  la  facilité  de  la  naissance  de  ceux-ci 
soit  plus  grande;  il  faut  employer  à  cette  recherche  délicate  de  beau- 
coup plus  grands  nombres,  vu  surtout  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  les  facilités  des  naissances  des  garçons  et  des  filles,  et  ce  n'est 
que  lorsqu'on  sera  bien  assuré  que  le  nombre  observé  des  naissances 
dans  un  lieu  quelconque  indique,  avec  une  très  grande  probabilité, 
que  les  naissances  des  garçons  y  sont  moins  possibles  que  celles  des 
fiUeSt  qu'il  sera  permis  de  rechercher  la  cause  de  ce  phénomène.  La 
méthode  de  l'article  précédent  donne  un  moyen  fort  simple  pour 
obtenir  cette  probabilité  lorsqu'on  a  un  nombre  suffisant  de  nais- 
sances; nous  allons  l'appliquer  à  celles  qui  ont  été  observées  à  Paris, 
et  déterminer  combien  il  est  probable  que  les  naissances  des  garçons 
dans  cette  grande  ville  sont  plus  possibles  que  celles  des  filles. 
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Pour  cela,  nous  ferons  usage  des  naissances  qui  ont  eu  lieu  depuis 
1745  jusqu'en  1770,  et  dont  on  peut  voir  la  liste  dans  nos  Mémoires 
pour  Tannée  1771*  page  867.  En  rassemblant  toutes  ces  naissances, 
on  trouve  que,  dans  l'espace  de  ces  vingt-six  années,  il  est  né  à  Paris 
25 1 527  garçons  et  24 1 945  filles,  ce  qui  donne  à  très  peu  près  ^  pour 
le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles.  Cela  posé,  la 

probabilité  que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  égale  ou 

fy  dx 
moindre  que  ^  est,  par  l'article  précédent,  égale  à  ^^— r — >  l'intégrale 

,  » 
I ydx  étant  prise  depuis  a:  ~o  jusqu'à  x  =  ^\  d'ailleurs  cette  inté- 

grale,  prise  depuis  ar  --=  o  jusqu'à  x  ~ 0  et  divisée  par  ^,  est, 

par  le  même  article,  égale  à 

1  1 

a'fx'  _  ._        /         I -I- LL  A ^■»-* 


v/27r(i  -Hfx)*^ 


X     I  —  a ^^ — rrTT ha*...     . 

En  supposant  donc  -^ 0  =  ^  et,  par  conséquent,  6  =      "~^    > 

on  a,  pour  l'expression  de  la  probabilité  que  x  est  égal  ou  moindre 
que;, 


i  —  [i.        \     a     /       \   af*   / 


^-M 


X 


Dans  le  cas  présent. 


/?=!  25i5a7, 
7=^2419/55, 

fx=z^  =  0,9619047, 


_  I  I 

~~  p~'   251627' 


/ 
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ce  qui  donne  à  peu  près  0'  =  34.  en  sorte  que  la  série 

.      ^[48f*'+3fx(i-H)«+(i-fz)*] 

1  —  a ; — 5 ha"... 

est  très  convergente,  et  Ton  trouve,  par  le  calcul,  que  le  second  terme 
est  environ  ^;  on  peut  ainsi  s'en  tenir  au  premier  terme  :  or  on  a, 
en  logarithmes  des  Tables, 


log-  J^ —  —  2,4660039, 

le  nombre  2  indiquant  une  caractéristique  négative;  on  a  ensuite,  en 
portant  la  précision  jusqu'à  douze  décimales, 

log/?  --  5,4oo5846io947, 

\ogq  ~  5,383716651469, 

\og(p  -i-  ^)  =  5 , 6932626 1 548oy 

log2  =1  0,301029996664, 


d'où  l'on  tire 


partant 


log^^y^y^-  73616,6879714, 

\og(^P±iy^'^   74893, 3836i39, 
log 2/^^+*     =r  1 4855o ,  4760803  ; 


:  42,0615089. 


En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura,  pour  la  probabi- 
lité que  X  est  égal  ou  moindre  que  ^,  une  fraction  dont  le  numérateur 
est  peu  différent  de  l'unité  et  égal  à  i,i52i,  et  dont  le  dénominateur 
est  la  septième  puissance  d'un  million;  cette  fraction  est  même  un 
peu  trop  grande,  et,  comme  elle  est  d'une  petitesse  excessive,  on  peut 
regarder  comme  aussi  certain  qu'aucune  autre  vérité  morale,  que  la 
différence  observée  à  Paris  entre  les  naissances  des  garçons  et  celles 
des  filles  est  due  à  une  plus  grande  possibilité  dans  la  naissance  des 
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garçons.  On  voit,  au  reste,  que  la  petitesse  de  la  fraction  précédente 
vient  principalement  du  facteur 


ir*"^V"^* 


ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'article  précédent  sur  la 
convergence  de  la  valeur  de  P  vers  l'unité. 

On  a  observé  que,  dans  l'intervalle  des  quatre-vingt-quinze  années 
écoulées  depuis  1664  jusqu'en  1757,  il  est  né,  à  Londres,  787  629  gar- 
çons et  698958  filles,  ce  qui  donne  environ  j|  pour  le  rapport  des 
naissances  des  garçons  à  celles  des  filles;  ce  rapport  étant  plus  grand 
que  celui  de  io5  à  loi  qui  a  lieu  a  Paris,  et  le  nombre  des  naissances 
observées  à  Londres  étant  plus  considérable,  on  trouverait  pour  cette 
ville  une  plus  grande  probabilité  que  les  naissances  des  garçons  sont 
plus  possibles  que  celles  des  filles;  mais,  lorsque  les  probabilités  dif- 
fèrent aussi  peu  de  l'unité,  elles  peuvent  être  censées  égales  et  se  con- 
fondre avec  la  certitude. 

XX. 

La  constance  avec  laquelle  les  naissances  des  garçons  k  Paris  l'ont 
emporté  chaque  année  sur  celles  des  filles,  depuis  1745  jusqu'en 
1770,  est  encore  un  de  ces  phénomènes  que  l'on  ne  peut  attribuer  au 
hasard.  Déterminons  sa  probabilité  en  partant  des  données  précé- 
dentes; pour  cela,  soit  2a  le  nombre  moyen  des  naissances  des  gar- 
çons et  des  filles  dans  l'espace  d'une  année;  supposons,  de  plus,  que 
sur  ce  nombre  il  y  ait  m  garçons  et,  par  conséquent,  ia  —  m  filles  :  la 
formule  (0)  de  l'article  XVII  donnera,  pour  la  probabilité  P  de  cet  évé- 
nement, 

p 1.2.3. ..9/z  i.2.3...(/?-f-<7-+-i) 

i.'j.3...(^-h<7-+-2rt-hi)  1.2. 3.../^. 1.2. 3. ..y 

i.2.3...(^-f-2<i  —  m\  i.2.3...(pH-  m) 


X 


1.2.3. ..(2a  —  m)  1.2.3. ..m 


on  aura  donc  la  probabilité  que  les  naissances  des  garçons  ne  l'empor- 
teront point  sur  celles  des  filles,  en  prenant  la  somme  de  toutes  les 


MÉMOIRE  SUR  LB8  PROBABILITÉS.  hSi 

valeurs  de  P»  depuis  m  =  o  jusqu'à  m  =  a.  Soît 


i.a.3...(7-f-aa  —  m).i.a.3...(/>-4-m) 

i.Q.3...(2a  —  m). 1.2.3. ..m 


m» 


et  cherchons  l'intégrale  finie  Ly^f  depuis  m  =  o  jusqu'à  m  =  a^  la 
caractéristique  £  servant  à  désigner  les  intégrales  finies;  on  a  visible- 
ment 

_(in4-i)(y4-aa  — m) 
^"^      (2a  —  m)  (/>  -h  /n  4-1)  •^'""^'  ' 

donc 

r        (m -4-  i)  (y  -t-  ao  —  m)l  _  (m  -f-i)  (y -h  aa  —  m) 

L        (aa  — i»)(/>  +  in-i-i)J       (aa  — m)  (/>-+-/»  4- 1)   -^"^ 


ou 


la  caractéristique  A  étant  celle  des  différences  finies.  Supposons  géné- 
ralement 

nous  aurons,  en  intégrant, 

or,  si  Ton  substitue  pour  j^„j  sa  valeur  z^ày^,  on  a 

Mym  A«m-l)  =  2(«m  ^^m-l  A/m) 

Pareillement, 

=  7«^/»i-i  A(««.,  A««-,)  —  2  J7,„  A[^;„-,  A(5;„-,  Ai;;„-j)]  j» 

et  ainsi  de  suite;  on  aura  donc 

-  ^  (i  — A4f «_,-+- A (««_,A««-,) 

(    —  A[«^-tA(««-,A««-.4)]-4-... 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  suite  est,  dans  les  différences 
finies,  ce  qu*est  la  suite  (X)  de  l'article  XVIII,  dans  les  différences 

Œuvres  de  L.  —  IX.  55 
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infiniment  petites  :  pour  déterminer  dans  quel  cas  elle  est  conver- 
gente, nous  observerons  que,  si  la  dimension  de  Zm-if  en  /?,  y,  a  et  /w, 
est  r,  celle  de  As,;^^  sera  r  —  i,  celle  de  A(5,„_2 As,„_,)  sera  2r  —  2,  et 
ainsi  du  reste;  or  la  convergence  de  la  série  exige  que  ces  dimensions 
aillent  en  diminuant,  ce  qui  suppose  que  r  est  moindre  que  Tunité. 
Dans  la  question  présente,  oii 

m(q  -h  2a-\-i  —  m) 

'^'"~* ~~  lap  -\-  q  —  m(p  -\-  q)* 

les  dimensions  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  égales  à  2,  et 
par  conséquent  r=  o;  la  suite  sera  donc  convergente,  pourvu  que  le 

dénominateur  ne  soit  pas  extrêmement  petit,  c'est-à-dire  que  — ^^— 

diffère  sensiblement  de  -  :  or  c'est  ce  qui  a  lieu,  lorsque  m  est  égal  ou 
moindre  que  a,  p  étant  supposé  plus  grand  que  q. 

On  peut  mettre  la  quantité   ^v7  -^aq-n  — m)  ^^^^  (^^\xç^  forme 

^  ^  ^ap-hq  — m{p-\'q) 


E4-F/n 


2ap  -h  q  —  m(p  -h  q) 


en  faisant 


—  q(p^q)-^2aq  —  p 


F^      ' 


G 


p-hq 

—  i'^^P  -^  ç)  [ç( P  -^  ç)  -^  ^^^  -^  p] 


•     • 


on  aura  ainsi 


*"  *  [aa/JH-^  — m(/?-4-7)]  [aa/?  4-/? -+- a^  —  m{p -^  q)]' 

Or,  F  et  G  étant  positifs,  il  est  clair  que  As,„_2  ^st  toujours  positif  tant 
que  — ^^  est  moindre  que  — ;  on  voit  de  plus  que,  dans  ce  cas, 

Zm^i^m^2  va  toujours  en  augmentant,  en  sorte  que  A(5^_,A«„..2)  est 
encore  une  quantité  positive;  donc  £7^»  étant  égal  à 
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est  moindre  que  H  +  j»»™_,,  H  étant  une  arbitraire.  Pareillement, 
£(^„A2,^,)  étant  égal  à 

est  moindre  que  H'+j'^Sm-,  As^^i,  H'  étant  une  nouvelle  arbitraire  ; 
donc  l'intégrale  I.y„  est  moindre  que  C  +/mZm-i  ^t  plus  grande  que 

Si  l'on  détermine,  au  moyen  de  la  formule  (i").  l'intégrale  £^m 
depuis  m=o  jusqu'à  m  =  a,  la  constante  C  sera  nulle;  si  l'on  sup- 
pose ensuite  qu'il  nait  20000  enfants  chaque  année,  ce  qui  donne 
a  =  loooo,  on  trouvera,  en  employant  pour  p  etç  les  valeurs  de  l'ar- 
ticle précédent  relatives  à  Paris, 


»a_,  ~  a6,aa. 

Sa-,  =  26.09. 

Partant, 

iSa_i  =  o,i3; 

on  aura  ainsi 

2y™ 

<a6,a./a 

et 

En  faisant  donc 

,>26,33/„(l-0,l3). 

,=  a6,33y„. 

P 


cette  valeur  de  Zy„  ne  surpassera  que  de  7^  environ  la  véritable  va- 
leur; il  suit  de  là  que,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  que  sur  20000  en- 
fants il  y  aura  autant  de  garçons  que  de  filles,  la  probabilité  que  le 
nombre  des  garçons  ne  l'emportera  pas  sur  celui  des  filles  sera  un  peu 
plus  petite  que  26,23  p. 

On  déterminera  la  valeur  de  P  par  la  formule  (o)  de  l'article  XVII  ; 
pour  cela,  on  y  supposera  m  =  n  =  a,  et  on  la  mettra  sous  cette 
forme 

,  yp'r  (/*-t-?)V(;>+'^)(?-t-^)r, ,    "ip-t)  Y""       "'      "'   "■ 
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On  observera  ensuite  que 

1.3  3. . ,2a 


(1.2. 3. .  .a)' 

d'où  l'on  tire,  par  Tapticle  XVII, 


2«a 


7  =  7=; 

yaTC 

on  a  d'ailleurs 

L        qip-^g-^'^a)]       — ^^"^    flq(p^q^2a)       2  g^(p -^  g -h  2ay 

wri-       ^(/^-y)      y''^_,fD  ,    rr^[    -a(p-q)  i        a^^p-qY       _ 

L         /^(/'H-^-haa)]  ^^  VpiP^q-^'^a)       2  p^{p -^-q -^2ay 

a  étant  peu  considérable  par  rapport  à  p  et/?  différant  peu  de  y,  ces 
suites  sont  très  convergentes,  et  l'on  peut  s'en  tenir  aux  deux  pre- 
miers termes;  en  ajoutant  donc  ces  logarithmes,  on  aura 

L      q^p-^q-^'^o,)\      L      />(/>-+- ^-»-2a)j 

On  peut  supposer  à  très  peu  près  aÇp^-i-  q^)  =  ^apq^  ce  qui  réduit  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  à .  T/ — r;  ce  loga- 

rithme est  hyperbolique,  et,  pour  le  convertir  en  logarithme  des 
Tables,  il  faut,  comme  l'on  sait,  le  multiplier  par  0,43429448.  En 
appliquant  des  nombres  à  ces  formules,  on  trouvera  que  le  logarithme 
tabulaire  de 

L      />(/?-+- 7 -+-a«)J      l      pip-^q-^^a)} 

est  o,o638o4i;  on  a  ensuite,  en  portant  la  précision  jusqu'à  dix  déci- 
males, 

log2=  0,3010299957, 

logp  =  5,4oo3846i09, 

log^=  5,3837  i665i5, 

logip  -hq)=i  5,6932625156, 


ce  qui  donne 


de  plus, 
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log  .    '        .^^  =2,8622260; 

log  v/ÔtÏ  =  2,2485760, 

% 

(A>-^7)^V/(A>-^«)(7H-«)       t 


\A1 


log 


sipq  {p-^g  -h  2a)* 


=  ï>99i379i: 


on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


logP  =  4, 1688342, 


26,22  P  =  0,0088678  :iz 


259 


La  probabilité  que,  dans  une  année,  les  naissances  des  garçons  ne 
seront  pas  en  plus  grand  nombre  à  Paris  que  celles  des  filles,  est  donc 

moindre  que  -y-;  or,  en  la  supposant  égale  à  cette  fraction,  on  aura,  à 

très  peu  près,  le  nombre  d'années  dans  lesquelles  on  peut  parier  un 
contre  un  que  cela  n'arrivera  pas,  en  multipliant  son  dénominateur 
259  par  le  logarithme  hyperbolique  de  2,  c'est-à-dire  par  0,6981472, 
ce  qui  donne  pour  produit  179  :  on  peut  donc  parier  avec  avantage  un 
contre  un  que  cela  n'arrivera  pas  dans  l'intervalle  de  cent  soixante- 
dix-neuf  années. 


Relative  ment  à  Londres, 


et 


p  —  787629 

q  z=  698958, 


ce  qui  donne 


^a-l 


18,8000 


et 


âkza-i  =  0,0694  ; 


en  sorte  que,  si  l'on  suppose  la  probabilité  que  les  naissances  des  gar- 
çons ne  remporteront  pas  sur  celles  des  filles  égale  à  i8,3P,  cette  pro- 
babilité ne  surpassera  que  d'un  quinzième  environ  la  véritable.  On 


438 


MÉMOIRE  SUR  LES  PROBABILITÉS. 


trouve  ensuite 


a{p  —  q) 


P(P  H-^  4-  2 


]P-ha 
::.0,0 


43a4i4, 


On  a  de  plus,  en  portant  la  précision  jusqu'à  dix  décimales» 

logp  =  5,8678879827, 
\o^q  =  5,84445io8oo, 

■ 

log(/>  4-  ^)  =  6,i5733i93ai, 


d'où  l'on  tire 


P^^f____-f 


on  aura  donc 


partant 


^Qg/^Vyya"^^>^^'^9o; 


10gP=:  6,6435674, 


18,3  P  =  0, 00008054 1  = 


ia4i6 


La  probabilité  que  les  naissances  des  garçons,  à  Londres,  ne  l'empor- 
teront pas  sur  celles  des  filles,  dans  une  année  déterminée,  est  donc 

un  peu  moindre  que     ,  ^>  en  sorte  que  l'on  peut  parier  avec  avantage 

1  contre  i  que  cela  n'arrivera  pas  dans  l'intervalle  de  huit  mille  six 
cent  cinq  années;  ce  phénomène  est,  comme  l'on  voit,  beaucoup 
moins  probable  à  Londres  qu'à  Paris,  ce  qui  vient  de  ce  que,  dans  la 
première  de  ces  villes,  le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles 
des  filles  est  plus  considérable. 


XXI. 


La  théorie  précédente  suppose  que  l'on  connaît  le  nombre  de  fois 
que  chaque  événement  simple  est  arrivé  ;  mais,  quoique  cette  suppo- 
sition s'étende  à  un  grand  nombre  de  problèmes  intéressants,  cepen- 
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dant  elle  n'est  encore  qu'un  cas  particulier  de  cette  partie  de  l'ana- 
lyse des  hasards»  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux  causes. 
Nous  allons  exposer,  dans  les  articles  suivants,  une  méthode  générale 
pour  déterminer  les  possibilités  des  événements  simples,  quel  que  soit 
l'événement  composé  dont  on  a  observé  l'existence. 

Considérons  d'abord  deux  joueurs  A  et  B,  jouant  aux  mêmes  condi- 
tions que  dans  l'article  III,  c'est-à-dire  que,  A  ayant  m  jetons  au  com- 
mencement de  chaque  partie,  B  en  ait  /i  —  m;  qu'à  chaque  coup  celui 
qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  doive 
finir  que  lorsque  l'un  d'eux  aura  gagné  tous  les  jetons  de  l'autre.  Sup- 
posons ensuite  qu'ils  aient  joué  de  cette  manière  un  très  grand  nombre 
de  parties,  dont  p  aient  été  gagnées  par  A  et  7  par  B,  et  que  l'on 
veuille  déterminer  leurs  adresses  respectives,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  leurs  probabilités  de  gagner  un  seul  coup.  Il  est  clair  que  le 
nombre  des  coups  gagnés  ou  perdus  par  chaque  joueur  est  inconnu, 
puisque  chaque  partie  peut  être  composée  d'un  nombre  plus  grand  ou 
moindre  de  coups  :  on  ignore  donc  ici  le  nombre  de  fois  que  chaque 
événement  simple  est  arrivé;  mais  il  est  facile  d'étendre  à  ce  cas  et  à 
tous  les  autres  semblables  la  théorie  des  articles  précédents,  en  obser- 
vant que,  si  ^  et  7  sont  de  très  grands  nombres,  les  probabilités  des 
deux  joueurs  A  et  B  pour  gagner  une  partie  seront  à  très  peu  près  dans 
le  rapport  de  ces  nombres  :  or,  ces  probabilités  étant  connues,  on  aura 
facilement  leurs  adresses  respectives  ou  leurs  probabilités  de  gagner 
un  seul  coup;  car,  en  nommant  X  la  probabilité  du  joueur  A  pour 
gagner  une  partie,  et  x  son  adresse,  on  a,  par  l'article  III, 


X== 


La  seule  racine  utile  de  cette  équation  est  celle  qui  est  positive  et 
moindre  que  l'unité;  or  il  est  aisé  de  voir  a/^nb/iqu'il  ne  peut  y  en 
avoir  qu'une  qui  satisfasse  à  ces  conditions,  puisque  l'adresse  x  ne 
peut  augmenter  ou  diminuer  sans  que  la  probabilité  X  augmente  ou 


4ip)iQ|U|^;  l^yaletij*  d^^  que  l'oa  tjrera  de.cette  é^quation  jouirai  doqc 
d^j^  jnême  jd^gré  dç  prq|:)i?bilité  que  X;  q?**  si  ron.^uppx)se,/>  etqUfus 
considérables»  il  sera  extrêmement  probable,  par  Tarticle  XVIII,  que 

X  diffère  trës  peu  de     ^    ;  donc,  si  l'on  nomme  a  )a  racine  positive  et 

*  %  il 

moindre  que  l'unité  de  réquati^p 


I  '  '  • 


(a)  ozzzqx'^'^  p{i  —  a>Y —  (/>  +  5r)j?»-.'»(i  —  j?)*", 

il  sera  très  probable  que  l'adresse  x  est  très  approchante  de  a,  en  sorte 
Que,  ai  p  et  7  étaient  iïifinis,  il  serait  infiniment  probable  que  la  diffé- 
rence  de  a?  et  de  a  est  moindre  quiaucune  grandeur  donnée.  Cette  va- 
leur de  07  a  d'ailleurs  l'avantage  de  nous  faire  connaître  le  rapport  des 
coups  gagnés  aux  coups  perdus  par  le  joueur  A;  car,  si  l'on  nomme  r  le 
a<M;abf^  d^s  preipi^rs  et^  celui  des!  seconds,  l'adresse  x  doit  être  très 

fyeti'différente  de  -^A^^  en  sorte  que  Ton  a,  k  très  peu  près, 

r      

d'oùl'oii  tire 

r  a 


s       1  —  a 


Sa()podons  eneore  que  A  et  B  ont  joué  p  parties  avec  la  condition 
précédente,  et  q  parties  dans  lesquelles  A  avait  m!  jetons  et  B  /i'—  n^ 
au  commencement  d«  chaque  partie.  Supposons  ensuite  que,  sur  ces 
p-^q  parties,  A  en  ait  gagné  r;  cela  posé,  pdur  déterminer  les  adresses 
de  ces  joueurs,  nous  nommerons  a?  celle  de  A,  et  u  le  nombre  inconnu 
de  parties  qu'il  a  gagnées  sur  les  p  premières  :  l'équation  (a)  donnera 
dans  ce  cas 

Le  nombre  des  parties  que  ce  joueur  a  gagnées  sur  les  q  dernières  est 
r  —  u  ;  on  aura  donc  encore,  en  vertu  de  l'équation  (a), 

o  r=  (y  —  r  -h  u)a?'*'-h  (r  —  u)  (i  —  j?)*' —  qx'^'~''^'{i  —  x)^\ 

En  éliminant  u  de  ces  deux  équations»  on  aura  une  équation  ea  $q^ 
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dont  la  racine  positive  et  moindre  que  l'unité  est  celle  qu'il  faut 
choisir;  or  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  qu'il  ne  peut  y  en  avoir 

qu'une  de  cette  nature.  Si  l'on  nomme  a  cette  racine, sera  à  très 

^  I  —  a 

peu  près  le  rapport  du  nombre  des  coups  gagnés  au  nombre  des  coups 
perdus  par  le  joueur  A.  On  aura  ensuite 


u  «   «  a*»— (i  —  a) 


m 


—  =  a'- y 

p  a" — (i  —  a)* 

et  ce  sera  le  rapport  du  nombre  des  premières  parties  gagnées  par  le 
joueur  Â  au  nombre  total  p  de  ces  parties. 

xxn. 

Voici  maintenant  une  méthode  direcle  et  générale  pour  déterminer 
les  possibilités  des  événements  simples,  quel  que  soit  l'événement 
observé. 

Si  Ton  désigne  par  a?  et  i  —  j?  les  possibilités  des  deux  événements 
simples,  et  que  Ton  cherche,  par  les  règles  ordinaires  de  l'analyse 
des  hasards,  la  probabilité  de  l'événement  composé  dont  il  s'agit,  on 
aura  pour  son  expression  une  fonction  de  x^  multipliée  par  un  coeffi- 
cient constant  quelconque;  si  l'on  nomme  y  cette  fonction  et  a  la  va- 
leur de  Xf  positive  et  moindre  que  l'unité  qui  la  rend  un  maximum, 
non  seulement  cette  valeur  sera  la  plus  probable,  mais  elle  sera  encore 
très  approchante  de  la  véritable  possibilité  x  :  par  exemple,  si  l'événe- 
ment observé  est  la  naissance  de  p  garçons  et  de  q  filles  sur  p-hq  en- 
fants, en  nommant  a?  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  et,  par 
conséquent,  i  —  x  celle  de  la  naissance  d'une  fille,  on  aura 

,.a3...(/>  +  y)     ^,(,_ 
1 .3.3. .  .p. 1 .2.0. . .7 

pour  la  probabilité  de  cet  événement;  dans  ce  cas  y  =  x^(i  —  xy,  et 

son  maximum  a  lieu  lorsque  x=     ^    ;  cette  valeur  de  x  est  donc, 

à  très  peu  près,  la  véritable  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon, 
lorsque  p  etq  sont  de  très  grands  nombres. 

Œuvres  de  L,^  IX.  56 
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Supposons  èhcbre  qUe  Fôh  tiriô  trblë  boules'  d'une  «if ne  qui  ren- 
ferme une  infinité  de  boules  bfanches  et  hk>ires  dftns  Une  proportion 
inconnue»  et  que  A  et  B  jouent  à  cette  condition  que  A  gagnera  la 
partie  si  sur  ces  trois  boules  il  y  a  plus  de  blanches  que  de  noires, 
et  qu'il  la  perdra  s'il  y  a  plus  de  noires  que  de  blanches.  Supposons 
ensuite  que,  sur  »  4-  q  parties,  A  en  ait  gagné/?  et  perdu  y;  cela  posé, 
si  Ton  nomme  x  la  probabilité  d'amener  une  boule  blanche,  on  aura 
a?^(3  —  ix)  pour  l'expression  de  la  probabilité  que  Â  gagnera  une 
partie,  et  (i -^  a?y(i  4- 2j:)  pour  la  probàfcîlîtê  qû'ilïa  perdra;  la 
probabilité  de  l'événement  observé  sera  donc  ' 


1 .11,3. . ./?.  1 .2.3. .  .ç 


dans  ce  cas, 

et  son  maximum  donne 

d'où  il  suit  que,  si  l'on  nomme  a  la  racine  positive  et  moindre  que 
l'unité  de  cette  équation,  le  rapport  des  boules  blanches  aux  boules 

noires  de  l'urne  sera  à  très  peu  près  égal  à  ~ — 

Le  maximum  de  7  n'indique  d*unè  manière  approchée  la  véritable 
valeur  de  x  qu'autant  que  les  valeurs  de  y  voisines  de  ce  maximum 
sont  incomparablement  plus  grandes  que  les  autres;  car  il  est  visible 
que  l'intégrale  Jydx,  prise  dans  un  très  petit  intervalle  de  part  et 
d'autre  de  ce  maximum,  est  alors  très  approchante  de  cette  même 
intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i  :  or  le  rapport  de  la  pre- 
mière de  ces  intégrales  à  la  seconde  exprime  la  probabilité  que  la 
yaleur  de  x  est  comprise  dans  cet  intervalle.  Les  valeurs  de  y  voisines 
du  maximum  surpasseront  considérablement  les  autres,  lorsque  y 

aura  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances  de  l'ordre  -  »  a  étant 

un  coefficient  très  petit  et  d'autant  moindre  que  l-événement  observé 


est  pliM)C0iqfO9«i;;S^  l'onppendr  dan^ce  c^s,  ^rappprt  de,dy  k^dx, 

■ 

onsew^fCapduU  î^une  équation  de, ce Wç; forpaft.,  .|,  ,,,   :| ,  , 

5  étarilt'iûnô^dkéttôn  dë^i^^  qui  ne  i^enferme  i)Iùg  de  pttîssbficei  de 

Tordre  —  Ainsi,,  toutes  les  fois  que  l'on  parviendra  a  tinê  équation 

spod^Jl^l^.  je^  valeurs  xle  x  décrQUront  avec  une  grande  rapidité  en 
;»'élf .i^<|$int  dif .  maxip^  de  x  correspondante  à  ce 

maximum  sera  très  approchante  de  la  véritable. 

On  voit  par  là  que  les  événements  composés  ne  sont  pas  tous  propres 
à  faire  connaître  les  possibilités  des  événements  simples  :  par  exemple, 
A  et  B  jouant  aux  mêmes  conditions  que  dans  l'article  III,  si  A  gagne 

la  partie»  en  nommant  x  son  adresse,  on  aura )  _^    \n  P^^^  '* 

probabilité  de  cet  événement.  Or,  si  l'on  suppose  met  n  de  très  grands 
nombres,  l'événement  observé  sera  composé  d'un  grand  nombre  de 
coups;  mais,  comme  les  valeurs  de  y  correspondantes  à  x  plus  grand 
que  I  sdnff  très  peu  différentes  de  l'unité,  cet  événement  ne  peut  faire 
cénnûidre  d*utle  manière  approchlée  la  valeur  de  x  ::tout  te  que  l'on  en 
peut  conclure,  c'est  qu'il  est  extrêmement  probable  que  A  est  plus  fort 
qnie  B,  parce,  qpe  les  valeurs  dey  correspondantes  à  x  plus  petit  que  ~ 
8<;Kit  incomparablement  moindr^^  que  les  autres. 

.:   XXIII. 

La  connaissance  des  valeurs  approchées  des  possibilités  des  événe- 
ments simples  qui  résultent  d'un  événement  composé  serait  trës  im- 
parfaite si  I^oh  n'était  pas  en  état  d'apprécier  combien  il  est  probable 
que,  eh  prenant  pour  ces  valeurs  celles  qui  répondent  au  maximum 
de  y,  on  ne  se  trompera  pas,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  d'une  quan- 
tité donnée;  pour  cela,  il  est  nécessaire,  comme  on  l'a  vu  dans  l'ar- 
ticle XVIII,  de  déterminer  le  rapport  de  l'intégrale /j^^o?,  prise  dans 
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r 

un  petit  ihWrvftîlef  dfe^{)ayi  "et  d^atilr^  db  t!e  maxrmtiiri^'à'cette  ibèmci 
intégrale  prise  depuj[s^a?^==  o  jusqu'à  a?  =  i,  et  c'est  ce  qup  nous  avons 
fait,  dans  Tarticle  cité,  pour  le  cas  où  y  =  x^(i  —  af)^\/)  et  q  étant 
de  très  grands  ^ombre^,  Nous  allons  présentement  g^éi^éraliser  ces 
recherches  et  les  étendre  à  toutes  les  valeurs  de  y  qui  yjonduisent  à 
une  équation  de  cette  forme 

î         '      ■  ■  i  •         ■•  ■       •  '■         ■  •  1"  ■        ■■      .  I  I    j  '        •     '. 

.       ;     «^  :     ■  «^  '  ■  '       .■    .  •      ■  .  '         «    -   .  .1.1 

z  étant  unefotictiôn  de  x  qui  ne  renferme  point  de  puisMficé^  de 
I  ordre  -• 

et  . 

Reprenons  l'équation  (A)  de  l'article  XVIII, 

il)     Jydx-C  +  ay.U-a-^+c^  -^-^-a  ^-j_L+...j 

■  '  ,     •  «  '         .        I     , 

si  l'on  nomme  .      ,•      .        f 

a  la  valeur  de  x  correspondante  çiu  maximum  de  j; 
Y  et  Z  les  valeurs  de  a?  et  de  5  correspondantes  à  ^  =  a  —  0  ; 
Y'  et  —  Z'  les  valeurs  de  ces  mê^nes  quantités  correppondaptes  à 
a?  =  a  -h  ô; 

si  l'on  observe  d'ailleurs  que,  les  deux  événements  simples  étant. sup- 
posés avoir  eu  lieu,  on  ay  =  o  lorsque  a;  =  o  et  lorsque  a?  ==  i ,  l'inté^ 
grale  fydx  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  ==  a  —  G  sera 


aYZyi^a—-^a       ^^       -+-... J, 

■  pi" 

cette  même  intégrale,  prise  depuis  ar  =  a  -+-  0  jusqu'à  x  =  i^  sera 

«Y'yfi     ^^^^  ,    .d^l'di^)         ]* 

En  nommant  donc  k  l'intégrale  fydx,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à 
a:  =  I,  on  aura  cette  même  intégrale,  prise  depuis  a?  =  a  —  0  jusqu'à 
a?  =  a -1-6,  en  retranchant  de  k  les  deux  intégrales  précédentes;  en 
divisant  ensuite  ce  reste  par  k^  on  aura  la  probabilité  que  x  sera  com- 
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pni8,d0n$<eetinterm!aUfi.Ge4te  prob«bMitésier««,pancan^Me!nt«|é|g%lQ,à, 

la  question  se  réduit  ainsi  à  déterminer  k.  Nous  y  sommes  parvenu 
dans  Tarticle  XVIII  où,  y  =  x^(i  —  a?)^,  au  moyen  du  beau  théor(3me 
de  M.  Stirlipg  sur  la  valeur  du  produit  i.a.3j..2z,  lorsqi^e.i^  e^t un 
très  grand  nombre;  mais  ce  procédé  est  indirect,  et  il  est  naturel  de 
penser  qu'il  existe  une  méthode  pour  déterminer  directement  i,  quel 
que  soit  j,  et  dont  ce  théorème  est  un  corollaire  :  celle  que  je  vais 
exposer  m'a  paru  remplir  cet  objet  de  la  manière  la  plu^  générale. 

Puisque  la  valeur  de  j"  conduit,  par  la  supposition,  à  une  équation 
de  cette  formeyflfcr  =  oLzdy^  on  a 


1 1  ;.:■■,  1 


'«s^=^/t 


en  sorte  que  logy  est  très  grand  et  de  Tordre  de  -;'  d'aîlleui^,  a  étant 

la  valeur  de  x  correspondante  au  maximum  de  j^,  si  l'on  fait  a:  =  a  -h  0, 
et  que  l'on  nomme  A  la  plus  grande  valeur  de  y  ou  sa  valeur!  lorsque 
0  =  0,  on  aura,  en  réduisant  en  série,  • 

alog/  =  «  logA  -  e^f-hfe  H-/'0«  +  . . .), 

I 

le  terme  multiplié  par  0  disparaissant,  parce  que  Téquation  ^r  =  a  ou 
0  =  0  rend  y  un  maximum.  On  aura  ainsi 


et 


y  —  Xe    * 


fydx^kfe-'^'^^^'-^-'dQ, 


e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  Soit 


kh6 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

on  aura  par  la  méthode  du  retour  des  suites 


H  î  ■ .  I  •   ;    •  î  !  «  !  r      ■  ;  •   •  -  •  >  •  i     ' 


'■'''•  l:    !"  :     ■ 


0  =  a«x(A4-Af»)aî/-i-A(«)a^«4-A^»'a*/»4-...),    «.  , 


partant 


de  =  J dtih  -^  ih^^^ aU  -h  ih^^lo^l*-^, ,.), 


ce  qui  donne 


il    1:;^: 
■»      v 


L'intégrale  jydx  doit  être  prise  depuis  œ  =  o  jusqu'à  ir^â  r;  ôr,  x 
étant  nul,  on  ay  =  o  et  Iogj  =  —  oo:  donc  t* 2=200»  Lor^Ue  a7  =  a, 
on  a  6  =  o,  partant  ^  =  o;  d'ailleurs,  lorsque  0  change  de  signe,  /  en 
change  pareillement,  en  sorte  que  les  valeurs  de  /,  correspondantes  à 
celles  de  a?,  depuis  x  =  o  jusqu'à  ic  =  a,  ont  un  signe  différent  de 
celles  qui  correspondent  aux  valeurs  de  a?,  depuis  x  =  à  jusqu'à 
a?  =  i;  or,  a?  étant  i,  on  a  j  =  o,  ce  qui  donne  /^  =  oo;  les  valeurs 

de  /  s'étendent  conséquemment  depuis  /  =  —  00  jusqu'à  t  =  cc.  Dans 

•        • 

ce  cas,  on  a 

parce  que,  z^'^'c"'*  se  changeant  en  —  t^-^e~^'  lorsque  t  est  négatif, 
la  somme  de  ces  deux  quantités  est  nulle;  on  a,  par  une  raison  sem- 
blable, 

f  t^*"  er^  dt  =  1  f  t^'^  er^  dt 

(la  seconde  intégrale  étant  prise  depuis  t  =  o  jusqu'à  /  =  »)  ;  or  cette 
supposition  donne 


ft*''e-''dl  =  — — -ft^'^'^e-'^dt; 


pareillement 


2/1  —  3 


J'c^n-^^e-^'dl  =  — — -  ft*''-'^e'''dt, 
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et  ainsi  de  suite;  donc  i  '  .1  .  ,im> 


■      •  e  * 


ft*''e-"dt=  hM^LS^Htmlfe-'-dt. 


On  aura  ainsi 


I .  I <    i     i   !     .     .  î     1 1  '  ;  . .  »'. 


A- =  2 


a'Af  A4-i.3a |-i.3.5a«— -  +1.3. 5.7a»-—  -^, ,  AJ  er^*di. 


Il  ne  s*agil  donc  plus  que  d'avoir  l'intégrale  fer^dt  depuis  /  =  o 
jusqu'à  /  =  00.  Pour  cela,  considérons  la  double  intégrale 

et  prenons-la  depuis  ^  =  o  jusqu'à  j  =  oo  et  depuis  /<  :=  o  jusqu'à 
u  ^  od;  en  l'intégrant  d'abord  par  rapport  à  5»  on  aura 

I 

Or  on  a,  comme  on  sait,  , 

/du       TT 

\  r 

'71  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  donc 

Si  Ton  prend  cette  double  intégrale  d'abord  par  rapport  à  u,  en  fai- 
sant u\fs  =  t,  elle  deviendra  /  c'-jz  fe'^^dt;  soit  f^'^^dt  =  B  (l'in- 
tégrale étant  prise  depuis  /  =  0  jusqu'à  /  =  ao),  on  aura 


ffe-'^'^''*^dsdu  =  B  f  e"~ 


Or,  en  faisant  5  =  ^'*,  on  a 


Çe-y^  2f(r''dsf=  2B 
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(l*intégrale  étant  prise  depuis  s'  =  o  jusqu'à  5'  =  oo)  ;  donc 


f fe-'^'-^''*^ ds  du  =z  2B^=~ 


d'où  l'on  tire  B  =  ^  v^,  partant 


(.ç)        a:  =  AyaTT  (  A  -M.  3 h  i.3.5  — 5 h  i  .0.5.7  — i ^'-  •  •  )• 

Si  l'on  met  l'équation 

logA  — log/=:/* 

sous  cette  forme 


V  logA  — logj' 
on  aura,  pour  déterminer  les  coefficients  A,  A<*\  U^\  ...  de  la  série 

l'expression  générale 

«^^    __  e/>4^'^^'(iogA~iogjr""^] 

^"^  a        /i       _  1.2.3. ..(2/14-1)^0»" 

pourvu  que  Ton  suppose  rfO  constant  et  0  =  o  après  les  différentia- 
tions.  \yoir  sur  cela  les  Mémoires  de  V Académie  pour  l'année  1777» 
p.  ii5  (*).] 
Lorsque  /i  =  o,  on  a 

a*A  =  0<logA  — logj^)  *; 
or 

logr  =  logA  +  e^  +  ^(^-^,)+.... 

j,  fl^,  rf^j^,  . . . ,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  étant  ce  que 
deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  suppose  0  =  o;  cette  supposition 
donne 

y  =  k         et         ^=0; 
(0  CEwres  de  Laplace,  T.  IX,  p.  329. 
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on  aura  donc 


Partant  on  aura  à  très  peu  près,  lorsque  a  est  très  petit, 

a    , 

A*V27r 
a:  -— 


V     dS^ 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


2  7rj» 


(f^)  {Jydœy^—^^. 


dx' 


l'intégrale  fydx  éiSLUt  prise  depuis  x  =^  o  jusqu'à  a?  =  i,  et  les  quan- 
tités y  et  ~  du  second  membre  de  cette  équation  étant  ce  qu'elles 
deviennent  lorsqu'on  y  suppose  x  =  a. 


XXIV. 

En  substituant  a  -h  0  au  lieu  de  x  dans  logy  et  en  réduisant  en 
série,  la  condition  du  maximum  dey  fait  disparaître  la  première  puis- 
sance de  6  dans  cette  série;  mais  cette  condition  peut,  comme  Ton 
sait,  faire  disparaître  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  puis- 
sance de  6  ou  la  première,  la  deuxième,  la  troisième,  la  quatrième  et 
la  cinquième  puissance,  et  ainsi  de  suite,  pourvu  que  le  nombre  des 
puissances  qui  disparaissent  soit  impair.  Voyons  ce  que  devient  alors 
l'intégrale  fy  dx,  prise  depuis  x  --  o  jusqu'à  a?  =  i . 

Supposons  que  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  puissance 
de  0  disparaissent,  on  aura  pour  a  logy  une  suite  de  cette  forme 

donc,  si  l'on  fait 

OFsUvreê  de  L,  -    IX.  57 
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on  aura 

logA  --  log/  -~  t^ 

et 

d'où  l'on  tire 

On  prouvera,  comme  dans  l'article  précédent,  que  l'intégrale  relative 
à  t  doit  être  prise  depuis  /  ~  —  oo  jusqu'à  /  =  oc;  or  on  a  dans  ce  cas 

et 

l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  depuis  t  --  o  jusqu'à  /  =  oc. 
Si  l'on  y  suppose  ensuite  n  —  21,  on  aura 

/,.  ,       1. 5.0... (4 '--3)  /•    ,,  , 
l^"e  *'dl  --. ^—/r J  ^  '^^ 

et,  si  w  ::^  2t -h  T,  on  aura 

ft^ne-i^dt.--  3:7.11.^.(41-')  p>^.,>^^. 

en  supposant,  donc 

^^  fe-'^dt    r,-C, 

on  aura 


2 


«Ucl^SA^'î-i-  -loLh(')-^  !:ZiLlaty^(io)^  r^_'^a3/,(u,^,  ,Y 


et  il  est  aisé  d'en  conclure,  par  analogie,  les  valeurs  de  fydœ  dans  le 
cas  où  la  condition  du  maximum  de  v  ferait  disparaître  un  plus  grand 
nombre  de  puissances  de  0. 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  C  et  de  C  :  nous 
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observerons  d'abord  que,  C  étant  connu,  C  le  sera  pareillement,  car, 
si  Ton  prend  la  double  intégrale  rre"^'*^"*^dsdu,  depuis  j  =  o  jusqu'à 
5  =r  x>  et  depuis  w  ~  o  jusqu'à  w  =  oc,  on  aura,  en  intégrant  d'abord 
par  rapport  à  s. 


*/- 


Si  l'on  fait  ensuite  uy/s  =  t,  on  aura 


ffe-'^'^ "*)  ds  du  ir„-  Te-'  ~  fe - '*  dt  -.zz  C  A  -*  ^ . 


Soit  s  =  s'*f  et  l'on  aura 


donc 


ce  qui  donne 


fe-'^  ^  ^fs'^e-^'ds'  irr  4C'; 


C.        "" 


8Cv/2 


Quant  à  la  valeur  de  C,  il  ne  m'a  pas  encore  été  possible,  malgré 
plusieurs  tentatives,  de  la  ramener  aux  arcs  de  cercle  ou  aux  loga- 
rithmes; mais  j'ai  trouvé  qu'elle  dépendait  de  la  rectification  de  la 
courbe  élastique  rectangle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'intégrale 

—  9  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  cv  ~  i;  si  l'on  désigne  par  rJ  la 
valeur  de  cette  intégrale,  on  a  trouvé 

tt'— 1,31102877714605987  (*). 

Cela  posé,  considérons  la  double  intégrale  Ç Ce-^^^^^'^'^dsdu,  prise 
depuis  s  =  o  jusqu'à  ^  =  ao  et  depuis  u~  o  jusqu'à  w  =  x;  en  faisant 

uyjs  =  t^  elle  deviendra 

{ *  )  Voir  le  Traité  de  M.  Stirling,  De  sommatione  et  interpoUaione  serierum,  p.  58. 
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Soit  s  —  5'^,  et  Ton  aura 

partant 


Supposons  maintenant  ^  y^i  -+-  w*  =  A  et  nous  aurons 

rre-s^i^-n*)dsdu=  f-Tt=  re-^''ds"=is^n  f  rÉ^; 

-==>  prise  depuis  u~o  jusqu'à 


on 

u  =  X),  on  aura 


2C==AEv/7r, 
ce  qui  donne 


Si  l'on  fait .  =  5*,  on  aura 

I  H-  a* 


/du      __         r      ds 


l'intégrale  relative  à  s  étant  prise  depuis  s  —i  jusqu'à  ^  =  o,  en  sorte 
que 

l'intégrale  relative  à  s  étant  prise  depuis  s  ^-o  jusqu'à  s  =  1. 

Considérons  présentement  la  double  intégrale    /    / -^ — 7) 

J  J  {i^-z^-x^y 

prise  (*)  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  =  i  et  depuis  z  =  o  jusqu'à  r  =  i; 

(1)  11  faut  sans  doute  comprendre  que  cotte  intégrale  doit  être  étendue  à  toutes  les 
valeurs  positives  de  x  et  de  z  vérifiant  l'inégalité 

1  —  3*  —  X*  >  0, 

1 
de  sorte  que,  pour  une  valeur  donnée  de  z,  x  varie  de  o  à  (1  —  s*)*;  x  augmentant 

encore  jusqu'à  i,  Félément  différentiel  deviendrait  imaginaire. 

{Note  de  V éditeur.) 


on  aura  donc 
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en  faisant 7  ^  ^t  elle  se  changera  dans  ceile-ci 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  jt'=  o  et  s  =  o  jusqu'à  x'  --  i  et 
%  ==  I,  ce  qui  donne 

Si  l'on  fait  ensuite  -r=  —  ^'i  on  aura 
V'i  -  x' 

or  un  a 

r     dx     _    y 

J    v'i-x'        3V^ 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  i  —  ï'°  —  /',  on  aura 

y  (,-■■)«    -/v^-  ■ 

l'intégrale  relative  à  /  étant  prise  depuis  /  —  i  jusqu'à  /  —  o;  cette  in- 
tégrale est  évidemment  égale  à  —  n'  :  donc 

/rfî' 
ce  qui  donne 

partant 
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d'où  l'on  tire 


C=r:.iV7rV2  7r         et         C- 


8 


4  v'^tt'  \fiL 


XXV. 

Pour  appliquer  la  théorie  précédente  k  quelques  exemples,  soit 

en  faisant  p—  i  et  7  —  ^,  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum  de  v, 

I 


X  -=z 


partant  (art.  XXIII) 


A  -  - 


K' 


et 

on  a  d'ailleurs 

ce  logy  ~  loga:  -H  fJL  log(i  —  x), 

et,  si  l'on  fait 

ÛC  :=  — î h  0, 

on  aura 

«  log/ -  ,*  log  (^- -  e)  +  log  (-^^^  +  9)  ; 

donc 

logA-log^^™ilog[i  +  (i4-f.)0]  -^log(i-^0) 

aa/jL  3afjL*  4«]jl^ 

d'où  l'on  tirera,  en  vertu  de  la  formule  (5)  de  l'article  XXIII, 


>••, 


a^h    ~ 


(«-+-f^) 
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en  continuant  cette  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  coefficient  /.  On 
déterminera  donc  facilement  t,  i\  T,  ...  lorsque  ce  coefficient  sera 
connu;  or,  si  l'on  néglige  les  puissances  de  t  supérieures  à  l'unité, 
on  a 

donc  /=  ^;  la  formule  {s)  donnera  ensuite,  en  observant  que  dans  ce 

cas  A=^, 

k  ^^  î— —  (/-Hi.3.a Hi.3.5  — --  -H . . .  I . 

2^*  \  2  2*  y 

On  a  généralement 

,  r     „^  .„    ,  I  .2.3. . .p.  I .2.3. . .7 

k:=z  I  xf'ii  —  x\'i  dx-- -z : 

la  supposition  de  />  —  y  donne 

I  .2.3.  .  .2/>    I 


(i  .2.3. .  ./>)*       (2/?-+-i)/r 

or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  terme  moyen  du  binôme 
(i  -4- 1)'^;  on  aura  donc  la  valeur  de  ce  terme  par  une  suite  très  con- 
vergente, lorsque  p  est  un  très  grand  nombre.  Si  l'on  compare  la 
manière  dont  nous  y  sommes  parvenu  avec  celles  qu'ont  employées 
MM.  Stirling  et  Euler,  le  premier  dans  son  Ouvrage  De  transforma- 
tione  et  interpolatione  serierurriy  et  le  second  dans  ses  Institutions  de 
Calcul  différentiel,  on  trouvera,  si  je  ne  me  trompe,  que,  indépendam- 
ment de  sa  généralité,  elle  a  l'avantage  d'être  plus  directe,  en  ce  que 
les  procédés  de  ces  deux  illustres  auteurs  supposent  que  l'on  connait 
d'avance  l'expression,  en  facteurs,  du  rapport  de  la  demi-circonférence 
au  rayon,  expression  que  Wallis  a  donnée;  celui  de  M.  Euler  est,  de 
plus,  fondé  sur  la  valeur  en  série  du  produit  i .  2 . 3 . .  ./i,  lorsque  p  est 
un  grand  nombre;  cette  valeur  est  encore  très  facile  à  déterminer  par 
notre  méthode.  Pour  cela,  soit 
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on  aura»  en  intégrant  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  =  qo, 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

Le  maximum  de  j'  a  lieu  lorsque  x  =/?,  ce  qui  donne  p^er^  pour  ce 
maximum  ;  soient  donc  p  =  -  et  a?  =  -  h-  G,  on  aura 


donc 


Si  l'on  fait 


on  aura 


soit 


on  trouvera 


et  l'on  aura 


log/  —  \^^pPe-P=  ^log(i  4-  aO)  —  ô; 


ydx^pPe-pJ  e"^  dB, 

log(i  H-  aO)  —  aO  =  —  a/*, 


T      "3""^    4        ' 


donc 

fydx  =  p^^'^erpfdt{h'\'ih'a^t->fih'(xt^^...)e-*. 

L'intégrale  en  x  doit  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu'àor  =  x;  or,  x  étant 

nul»  on  a  6  =  —  -9  et  par  conséquent  i'  =  ao;  x  étant  égal  à  oo»  on  a 

6  =  QC,  partant  ^^  =  00;  on  doit  donc  prendre  l'intégrale  relative  à  dt 
depuis  /  =  ^  00  jusqu'à  /  =  00,  d'où  l'on  tire»  par  l'article  XXIII, 

J  ydx=:p      *e-''V^(A-hi.3 H  1.3.5 — 5 H...  ], 

CKtuves  <i#  £.  —  IX.  58 
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partant 

1 .2.3. . ./?  = />      ^  e-P  \/2t:  1 1 -\ aH-...|. 

Nous  pourrions  appliquer  cette  méthode  à  beaucoup  d'autres  exem- 
ples, et  par  là  étendre  et  perfectionner  la  théorie  des  suites;  mais 
cette  digression  nous  écarterait  trop  de  notre  objet  principal. 

XXVI. 

La  méthode  précédente  donne  une  solution  fort  simple  d'un  pro- 
blème intéressant,  qu'il  serait  peut-être  très  difficile  de  résoudre  par 
d'autres  méthodes  :  on  a  vu  (art.  XIX)  que  le  rapport  des  naissances 
des  garçons  à  celles  des  filles  est  sensiblement  plus  grand  à  Londres 
qu'à  Paris  ;  cette  différence  semble  indiquer  à  Londres  une  plus 
grande  facilité  pour  la  naissance  des  garçons  :  il  s'agit  de  déterminer 
combien  cela  est  probablo. 

Pour  cela,  soient 

u  la  probabilité  de  la  naissance  d'un  garçon  à  Paris; 

p  le  nombre  des  naissances  des  garçons  observées  dans  cette  ville; 

q  celui  des  filles; 

M  —  a?  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  à  Londres; 

p'  le  nombre  de  naissances  des  garçons  qu'on  y  a  observées  ; 

g'  celui  des  filles. 

On  aura,  pour  la  probabilité  de  ce  double  événement, 

H  étant  un  coefficient  constant;  donc,  si  Ton  nomme  P  la  probabilité 
que  la  naissance  d'un  garçon  est  moins  possible  à  Londres  qu'à  Paris, 
on  aura 


^- 


JTtiP{i  —  u)^{u-'  x)P'  (i  —  a  -h  J?K dx  du 


l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  £/  =  o  jusqu^à  u  =  x  ei 
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depuis  a?  =  o  jusqu'à  x  =  i.  Celle  du  dénominateur  doit  être  prise 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  a?  et  de  m  ;  or,  si  Ton  fait  u  —  x^s, 
ce  dénominateur  deviendra 

la  double  intégrale  étant  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  i/  =  i  et  depuis 
s=o  jusqu'à  s  =  i:  on  aura  ainsi 

ffuP{i  '-u)*i{u  —  x)P'  (i  —  M  H-  xY dx  du 
JJ  uP^i  —  uY  sP\\  —  sY  ds  du 

Déterminons  d'abord  l'intégrale  du  numérateur. 
En  nommantj  la  quantité 

uP{\  —  w)^  (a  —  x)P'  (i  —  a  -h  xY, 

on  aura  à  très  peu  près,  par  la  formule  ((x)  de  l'article  XXIII, 


Jyduz=i 


v/arr.y* 


s/- 


du^ 


en  substituant  pour  u^  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  sa 
Taleur  en  a?,  qui  rend  y  un  maximum;  soit  X  cette  valeur,  on  a 

^    =    y(P ?_    ^    J^ y'  \ 

àu      "^  \u        I  —  u       u  —  x       i—u-^-x) 

et 

—  ^!Z  —     \  E.             <7                     p'  q'  1 

-.^(P  _      y      ^  _P[ 9'        Y 

du\U  I  —  £f         u  —  X         I  —  u-^xj' 

Si  l'on  substitue  X  au  lieu  de  w,  on  a,  par  la  condition  du  maximum 
^  =  o,  partant 

.di/«  "•^Lx'"^'(i-x)»"*'(x-a7)«"^(i-x4-x)\r 
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d'où  Ton  tire 


''"^^l 


(I  — X)*        (X  — or)»         ^i— XH-a?)» 


X  étant  déterminé  par  Téquation 

^^  X       i-X^X-^       ,-X4-x 

ou 

o  =  X(i-X)[(/>+/>')(i-X)-(^4-^')X] 
(/')       {  +^j(;,'4.^')X(i-X)-f-(i-2X)[^X-/>(i-X)]j 

^•[7X-/.(i-X)]. 


Soit,  pour  abréger, 


«=V^(r 


X)«        (X  — ar)«        i,_X-+-^)*' 

la  question  est  réduite  à  déterminer  l'intégrale  \/2Îî  /  '^TP'  depuis 

j;  =  o  jusqu'à  a?  =  I.  Au  lieu  de  cette  intégrale,  on  peut  considérer 

celle-ci  v/27c  /^  ^^-^»  ^  étant  regardé  comme  fonction  de  X;  mais 

il  faut  prendre  cette  dernière  intégrale  depuis  la  valeur  de  X  qui  a 
lieu  lorsque  0:  =  o  jusqu'à  celle  qui  a  lieu  lorsque  a?  —  i;  or,  en  fai- 
sant 0?  =  G,  l'équation  (^')  devient 

o==(y7+p')(i-X)-(^-H^')X, 

partant 

p-^p'-^-q-^q'' 

En  faisant  0?  =  i,  cette  équation  donne  X  =  i;  on  doit  donc  prendre 
l'intégrale  J^  ^rfX,  depuis  X  =-  ^  ^^^^i^''^ ^ ^,  jusqu'à  X  =  i. 

Supposons  é  ^v  =y  •  I21  condition  du  maximum  de  y'  donne 
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l'équation 


/  I  dx\ 


y  I  etx      ' 

RrfX 

or,  y  étant  égal  à  X''(i  -  X)»(X  -  xy  (i  -  X  -H  a?/,  on  a 

y        \X       I  —  X       X  —  X       I  —  X-Ho?/  \i  — X-hJ?       \  —  x)       ' 

cette  équation  se  réduit,  en  vertu  de  l*équation  (/),  à  celle-ci 

in  __       q'dx       _  p'  dx  _  /£.  _      7     \  ^^ 
/         I  — X-I-J7       X  — a?       \X        I  —  X/ 

Maintenant,  peiq  étant  de  très  grands  nombres,  il  est  visible  que  — 

est  incomparablement  plus  grand  que  — ^^ — -r~ — ,  et  qu'ainsi  on  peut 

R  5X 
négliger  la  seconde  de  ces  deux  difTérentielles  par  rapport  à  la  pre- 
mière; on  aura  donc,  à  très  peu  près,  dans  le  cas  du  maximum  de  y\ 

partant 

X=-^-. 

p-¥q 

Cette  valeur  de  X  est  moindre  que  —, — -,  lorsque  —- — :  est, 

comme  nous  le  supposons  ici,  plus  grand  que     ^    ;  les  deux  limites 

dans  lesquelles  il  faut  prendre  l'intégrale  fydx  sont,  par  conséquent, 
au  delà  de  la  valeur  de  X  qui  rend  y  un  maximum;  ainsi  l'on  doit, 
pour  déterminer  cette  intégrale,  faire  usage  de  la  suite  (X)  de  l'ar- 
ticle XVIII. 
On  a,  à  très  peu  près. 


'l^^^fP ?—\dX' 
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d'ailleurs,  en  difTérentiant  l'équation 


0      ^          ^       ,      />'                 ^' 

X        I  — X       X  — a?        I  — X-i-d:' 

on  trouve 

dx                            R« 

rfX-       /,'                     ^' 

(X      xf       (I  — X-+-a:)» 

donc 

rfy                           R»                      />-(/> +  <7)X^ 

y  "     />'     ,       <7'         x(.-x)   '^^''• 

(X  — ar)«    '    (I  — X  +  x)» 

Soient 

1                        u                        f                /        «'' 
/>  — -'          9-^'         ^-«'          ^-«î 

0C                              0C                               0C                               OC 

la  quantité  que  nous  avons  nommée  z  dans  l'article  XYIII  sera  ici 

[?b  +  (r=Tjî-^Tx^-^(.-x+x)']^'-^'-^^^^J 

X  étant  la  variable  principale  dont  x  est  fonction;  si  Ton  observe 
ensuite  que,  X  étant  égal  à  l'unité,  on  a  j  =  o,  la  suite  (y)  de  l'ar- 
ticle cité  donnera 

Jy  ûTx— -aj.ji-a^-ha  -^^^  -  a  ^^^^  -4-... 

en  substituant,  après  les  différentiations  dans  le  second  membre  de 

cette  équation, —, — ;  pour  X  et  en  v  faisant  x  =  o. 

p-\-p  -^q-^q  ^  ^ 

Si  l'on  suppose  X  =  — h  0,  G  sera  éjral  k ^-— ; ^— > 

et  l'on  aura 

^(-^)[(x:bji  +  (.-xV.)»]^ 

or,  0  étant  très  petit,  les  différences  successives  de  z  croissent  princi- 
palement par  la  différentiation  du  facteur  0  qui  se  trouve  au  dénomi- 
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nateur,  en  sorte  que,  si  l'on  suppose 

^^'~^^L(X-x)'-^(.-X-Ha;)'J 

r p -, r  > 

on  aura,  à  très  peu  près, 

dz^       _  F 

dX        ~"  6*' 

djzdz)  _  3P 
d\*     ~   Q'  ' 


partant 

y  et  F  étant  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  suppose 
X  =  o  et  X  = —. — -,y  ce  qui  donne 


(.  +  fx)(/'+P'+<7+?'r''*'"''"' 


li  est  aisé  de  voir  par  l'analyse  de  l'article  XVIII  que    (y'  dx  est 
moindre  que  -"y-»  plus  grand  que  -^-(i  —  ^  )  et  moindre  que 

-^—  Il  — gr  ^ qT'  )>  ^^  sorte  que  Ton  a  par  ce  moyen  les  limites 

dans  lesquelles  la  valeur  de  jy  dx  est  resserrée. 
Cherchons  présentement  la  valeur  de  la  tiouble  intégrale 

La  formule  ((x)  de  l'article  XXIII  donne,  à  très  peu  près, 

en  substituant  pour  u  la  valeur  qui  rend  u^(i  —  uy  un  maximum  ;  or 
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cette  valeur  est     ^    ;  on  a  donc 


(P-HV)""'*^ 


En  changeant/?  en  /?'  et  q  en  y',  on  aura 


fsP' (i  —  sY ds  =z\j2^  -^ i r, 


partant 


P  +  i    7-^î    i/'-^i    #'7^+; 

I  f  uP(i  —  u)"/ sP  (i  —  3)9' ds du  =  2t: ^ -^ — j^ -^ 

Si  Ton  suppose  cette  quantité  égale  à  i^  on  aura  pour  la  probabilité 
cherchée  P 

il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  différents  termes  de  cette  expression,  en  partant  des  données  pré- 
cédentes. Ces  données  sont 

/>  =  25 1 527,      .  p'  =  787629, 
g  =  241945,       ^'=  698958; 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

logF  =  2,9767121, 
logô  =3,4457598, 

loga  =  6,5994154 

et,  par  consl^quent, 

-gr  =0,048874» 

—g^ —  =0,007020. 
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On  a  ensuite,  en  portant  la  précision  jusqu'à  douze  décimales, 

logp  =  5,4oo5846io947, 

log^  =  5,3837166.51469, 

logip  -hq)  =  5, 6933625 1 5480, 

d'où  Ton  tire 

^^8  {^-^y = 73617,6047065, 

'^  {jTqJ    =74894,9259319. 

On  a  pareillement 

logp' =  5,867837982735, 

log^'  =  5  y  84445 1080009, 

log(/>'-h7')  =6,  i5733i93ao83, 

d'où  l'on  tire 

log(-7^y  =^13540, 8676864, 

*^8  {^i^Y  =  ^ï86^' 4^53961. 

On  trouve  encore 

log  (/>-+-/?')  =  5 ,  99526474 1 37  »  » 
log(^  4-  9')  =  5,973544853243, 

log(p  -hp'4-  7  -h  q')  =  6, 285570585 i6i, 

d'où  l'on  tire 

log  ( E^±p!. Y^'''  =  Ï8^,  2327801, 


Qn  a  enfin 


partant 


ce  qui  donne 


log/' 1±^ .V"^^'  =  293586,0527612. 

^Kp-^p'-hq-hq'/  ^ 

l0g(l -H  fx)  =  0,2926769, 
l0g2ff  =  0,7981799, 

log  A:  =580745,0942543, 

*^  ^  / —  =  0,0000035414  ; 


ORuvrt»  de  L.  —  VL.  ^ 
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donc 

P  ziz  0, 000002541 4  (ï  —  0,048874  4-  0,007020  —  .  .  .). 

Si  l'on  prend  les  trois  premiers  termes  de  la  série,  on  aura 


P  — 


4io458^ 


cette  valeur  de  P  est  un  peu  trop  grande;  mais,  comme  en  ne  prenant 
que  les  deux  premiers  termes  de  la  série  on  aurait  une  valeur  trop 
petite,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  précédente  ne  peut  différer  de 
la  véritable  de  la  -^  partie  de  sa  valeur,  en  sorte  qu'elle  est  fort  ap- 
prochée :  il  y  a  donc  plus  de  quatre  cent  mille  à  parier  contre  un  que 
les  naissances  des  garçons  sont  plus  faciles  à  Londres  qu'à  Paris. 
Ainsi  l'on  peut  regarder  comme  une  chose  très  probable  qu'il  existe, 
dans  la  première  de  ces  deux  villes,  une  cause  de  plus  que  dans  la 
seconde,  qui  y  facilite  les  naissances  des  garçons,  et  qui  dépend  soit 
du  climat,  soit  de  la  nourriture  et  des  mœurs. 


XXVII. 

Il  est  facile  d'étendre  la  théorie  des  articles  précédents  au  cas  do 
trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  d'événements  simples. 

Si  l'on  nomme,  en  effet,  x  la  possibilité  du  premier  événement 
simple,  x'  celle  du  deuxième  et,  par  conséquent,  i  —  x  —  x'  celle  du 
troisième;  en  cherchant,  par  les  méthodes  ordinaires,  la  probabilité  de 
l'événement  observé,  on  aura  pour  sa  valeur  une  fonction  de  a?,  x'  et 
i  —  x  —  x\  multipliée  par  une  constante  quelconque.  Soit  y  cette 
fonction,  pour  que  l'événement  observé  puisse  indiquer  d'une  manière 
approchée  les  possibilités  des  événements  simples,  il  faut,  comme  on 

dy         dy_ 

l'a  observé  dans  l'art.  XXII,  que  —  et soient  des  fonctions  de  x 

très  grandes  de  l'ordre  ->  a  étant  un  coefficient  d'autant  moindre  que 
l'événement  observé  esl  plus  composé;  cela  posé,  si  Ton  intègre 
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iydccf,  depuis  a/  =  o  jusqu'à  a^=  \  ~  x,  on  aura  pour  résultat  une 
fonction  de  œ,  que  la  méthode  de  Fart.  XXIII  donnera  par  une  suite 
très  convergente.  Soit  u  la  valeur  de  2/  en  j;  qui  rend^  un  maximum, 
X  étant  supposé  constant,  et  que  l'on  représente  par  Y  ce  maximum, 
on  aura,  par  l'article  cité,  pour  fy  ébf,  une  expression  de  cette  forme 

/j-rfa:'=Yv/^(A-t-i.3^  +1.3.5^  -)-...y 

Y.  h,  h",  tù",  . . .  étant  des  fonctions  de  x.  La  valeur  de  x  qui  rend  le 
second  membre  de  cette  équation  un  maximum  sera  très  approchante 
de  ta  véritable  possibilité  du  premier  événement;  soit  a  cette  valeur, 
on  aura  pour  l'expression  de  la  probabilité  P  que  x  sera  compris  dans 
les  limites  a  —  d  et  a  +  0 

/Yd^(A  +  i.3^ +  1.3.5^*-  +  ...) 
^"/Yd^A  +  ..3^+,.3.5^-  +  ...]' 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x  ~  a  —  H  jusqu'à 
x  =  a  +  6,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  j;  =  o  jus- 
qu'à X  =  I  ;  or  on  déterminera  facilement  ces  intégrales  par  la  méthode 
de  l'art.  XXIII. 

La  valeur  a   se  détermine   en    égalant  à  zéro   la   diOerence   de 
Y  (A  ■+■  i.Z- h  ...),  ce  qui  donne 

rfA  +  1.3  — ... 

_  rfY 2 

~  Y  ,  ~  01  A'  * 

A  -!- 1 . 3 h  . . . 

3 

-y-  est,  par  la  supposition,  une  quantité  très  grande  de  l'ordre  -;  en 
négligeant  donc,  vis-à-vis  d'elle,  la  quantité 
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on  aura»  pour  déterminer  a,  Téquation 

o  =  — . 
Or  on  a 

àY_dy        dy^da^ 
dx       dx       dx'  dx 

en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  au  lieu  de 

dv 
a?',  sa  valeur  k  en  a?;  mais  cette  valeur  rend  nulle  la  quantité  j^,  : 

on  aura  donc  lest  deux  équations 

ày  ,        ày 

-^  =0        et        ^  =  o. 
dx  dx' 

m 

Il  suit  de  là  que  a  est,  aux  quantités  près  de  Tordre  a,  la  valeur  de  a: 
qui  rend  y  un  maximum,  en  faisant  varier  à  la  fois  x  et  af;  on  peut 
donc  prendre,  sans  erreur  sensible,  la  valeur  de  x  correspondante  à  ce 
maximum,  pour  la  possibilité  du  premier  événement  simple,  et  il  est 
clair  que  Ton  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  les  possibilités 
des  deux  autres  événements  simples. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  dans  une  urne  une  infinité  de 
boules  blanches,  rouges  et  noires,  dans  une  proportion  inconnue,  et 
que  sur  le  nombre/?  -h  y  4-  r  de  tirages  on  ait  amené/?  boules  blanches, 
g  boules  rouges  et  r  boules  noires;  en  nommant  x  la  facilité  d'amener 
une  boule  blanche,  x'  celle  d'amener  une  boule  rouge  et,  par  consé- 
quent, I  —  a?  —  a?'  celle  d'amener  une  boule  noire,  on  aura,  pour  la 
probabilité  de  l'événement  observé, 

5 ^ -7i xPx^ii  —  X  —  xY. 

i.a.o.../>.i.a.3...^.i.a.o...r 

Dans  ce  cas  particulier, 

y  =  x^x^^i  (  I  —  j?  —  a?')**, 

■/V'^'=  ::::':::?,^Vo  "'-'>— ^ 

la  valeur  de  x  qui  rend  /y  dx  un  maximum  est :  cette  frac- 
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tion  est  conséquemment  la  valeur  la  pins  probable  de  x.  Lorsque p,  q 
et  r  sont  de  grands  nombres,  elle  se  réduit  Jt  trës  peu  près  à  celle-ci 
— ^ —  >  qui  correspond  au  maximum  de  j. 

XXVIII. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  la  loi  de  possibilité  des  événements 
simples  constante  depuis  zéro  jusqu'il  l'unité,  et  cette  supposition 
est,  comme  nous  l'avons  observé  dans  Tarticle  XVU,  la  seule  que  l'on 
doive  adopter,  lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  relativement  à  ces  possi- 
bilités; mais,  si  leur  loi  était  exactement  connue,  on  pourrait  encore 
y  appliquer  les  recherches  précédentes.  Pour  cela,  ne  considérons 
que  deux  événements  simples,  et  nommons  x  la  possibilité  du  pre- 
mier et  I  —  2;  celle  du  second;  on  calculera  la  probabilité  de  l'événe- 
ment observé,  en  partant  de  ces  possibilités,  et  l'on  aura  pour  son 
expression  une  fonction  de  ar,  que  nous  désignerons  par_^;  si  l'on 
représente  ensuite  par  u  la  facilité  de  la  possibilité  x  du  premier  événe- 
ment, u  étant  fonction  de  x,  et  par  s  la  facilité  de  la  possibilité  i  —  x 

du  second  événement,  on  aura,  par  l'article  XV,   "^^   "^  pour  la  pro- 

/  usydx 

habilité  que  l'événement  observé  est  dû  aux  possibilités  a;  et  i  —  x, 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  i% 

donc,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise 

dans  des  limites  données,  on  aura 

fusydx 

P=  ~^- . 

fusydx 

pourvu  que  l'intégrale  du  numérateur  ne  soit  prise  que  dans  l'étendue 
de  ces  limites.  On  voit  ainsi  que  ce  cas  rentre  dans  ceux  que  nous 
avons  considérés  dans  les  articles  précédents,  et  que  la  valeur  de  P  se 
déterminera  facilement  par  la  méthode  de  ces  articles. 

La  valeur  de  x  qui  rend  usy  un  maximum  sera 
la  véritable,  si  l'événement  observé  est  très  c( 
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ydx=  OLzdy^  a  étant  un  coefficient  très  petit;  or  on  a,  en  égalant  à 
zéro  la  différentielle  de  usy^ 

dius)         dv 

O—    ~ 4--^, 

US  y 

partant 

a  d{us^        I 

o  =: '■  H —  • 

us  z 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a,  o  =  j,  d'où 

il  suit  que  la  valeur  de  x  qui  rend  y  un  maximum  est  à  très  peu  près 
la  véritable,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  loi  de  facilité  des  possibilités 
des  deux  événements  simples. 

XXIX. 

Apres  avoir  déterminé  les  possibilités  des  événements  simples  qui 
résultent  d'un  événement  composé  propre  à  les  faire  connaître,  il  nous 
reste  à  considérer  l'influence  de  cet  événement  sur  la  probabilité  d'un 
événement  futur  quelconque,  et  la  manière  dont  on  doit  calculer  cette 
probabilité.  Si  l'on  nomme  o?  et  i  —  a?  lés  possibilités  de  deux  événe- 
ments simples,  s  la  facilité  de  o?,  et  s'  celle  de  i  —  a?,  on  calculera  les 
probabilités,  tant  de  l'événement  observé  que  de  l'événement  futur,  en 
partant  de  ces  possibilités,  et  l'on  aura  pour  résultat  deux  fonctions 
de  07,  dont  nous  représenterons  la  première  par  y  et  la  seconde  par  w; 
cela  posé,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  cherchée  de  l'événement 
futur,  on  aura,  par  les  articles  XIV  et  XV, 

y  55'  uy  dx 
p—  ^-^ , 

/  ss'ydx 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
x=^o  jusqu'à  a?  =  I .  Lorsque  l'événement  observé  sera  très  composé, 
la  méthode  de  l'article  XXIIÏ  donnera  ces  intégrales  par  une  approxi- 
mation très  rapide,  ce  qui  montre  l'étendue  de  cette  méthode  et  son 
utilité  dans  ces  matières. 
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Si  l'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  loi  de  possibilité  des  deux  événe- 
ments simples,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire»  on  doit  supposer 
(art.  XVII)  s  et  s'  égaux  à  l'unité,  ce  qui  donne 

Jydx 
or  on  a»  à  très  peu  près,  par  l'article  XXIII, 


dx^ 


y  et  -^  étant  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  substitue 
pour  X  la  valeur  qui  rend  j^  un  maximum,  et  a',  y  et  -^  étant  ce  que 

deviennent  w,^  et  ^  lorsqu'on  y  substitue  pour  x  la  valeur  qui  rend 

uy  un  maximum;  on  aura  donc 

d^y 

(a)  P'— — 4 


j»    d^(u'y) 

dx^ 

Supposons  que  l'événement  futur  dont  on  calcule  la  probabilité  soit 
très  peu  composé,  en  égalant  k  zéro  la  différentielle  de  uy^  on  aura 

dy  du 

o=  — - — h 


y  dx       u  dx  ' 

mais  on  a,  par  la  supposition, 

— —  1  -*  » 


ydx~0Lz'~a 

en  faisant  -  =  z';  l'équation  précédente  deviendra  ainsi 

du 


o  =  a  — -, H  5'. 

udx 
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Soit  a  la  valeur  de  x  qui  rend  y  un  maximum,  et  par  conséquent  z' 
nul;  la  valeur  de  x  qui  rend  uy  un  maximum  pourra  donc  être  repré- 
sentée par  a  -f-  aA,  h  étant  un  coefficient  quelconque,  et  l'on  aura 

'^       ^  dx        1.2   ûfx*        1.2.3  dx^ 

y  y  -^y  -r^y  •••  étant  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  fait 
a?  =  a;  on  a  ensuite 

dx-  a^^' 
d'y  _ 


dx 


La  supposition  de  a?  =  a  donne  s'=  o,  et,  par  conséquent, 

a* A'  d^Y       ah'     dz' 

I  .  2     ^J?*  1.2*^  ^J7  ' 

1.2.3  (ivC*        1.2.3*^  t/j?*  ' 


on  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  a , 


On  a  d'ailleurs 


€p(u'y)  _    ,d*y'       idu' dy'         ,d*u\ 
dx'  dx'  dxdx        ^  dx^  * 


or  il  est  visible,  par  ce  qui  précède,  que  -j^  est  beaucoup  plus  grand 
que  -^  et  que  y,  en  sorte  que  l'on  peut  supposer,  à  très  peu  près, 


dx'      ""      dx'' 
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I 

et  Ton  prouvera,  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  y\  que  -j^ 
peut  être  supposé  égal  à  ->  p  partant 

La  formule  (a)  deviendra  donc 

mais,  si  l'on  nomme  v  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  fait  x  =  a,  on 
aura,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a,  u'=  v\  donc 

d'où  il  suit  que  l'on  peut  calculer  la  probabilité  P  de  l'événement 
futur  en  employant  pour  x  la  valeur  qui  rend  y  un  maximum. 

Ce  théorème  cesserait  d'être  exact  si  l'événement  futur  dont  il  s'agit 

était  lui-même  très  composé,  car  alors  -—j-  serait  très  grand,  et  la  va- 
leur de  ar,  que  donne  l'équation 


du 


Oz=z  OL — -j h  Z  , 

uax 

ne  pourrait  plus  être  représentée  par  rt-haA;  on  ne  pourrait  plus 
d'ailleurs  supposer  — \^/  égal  à  ^ -jt^'  Si  l'on  représente,  en  géné- 
ral, par  u  -+-  fxPh  la  racine  de  l'équation 

du 

udx 

n  étant  un  exposant  moindre  que  l'unité,  on  aura 

^       -^  dx  1.2    dx^ 

et  Ton  trouvera 

dx 

a^^'h^  d\y  __  oL^'^-'^h}     dz^ 
i .  2    dx^  1.2      ^  dx  * 


OEupres  de  L.  —  \X,  6o 
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partant 

1.2      ^  dx 


a^^'-^h^     dz' 


Cette  valeur  de  y  ne  se  réduit  à  j,  dans  le  cas  de  a  infiniment  petit, 
que  lorsque  2/1  —  1  est  positif,  ce  qui  suppose  /i  >^»  et  il  est  aisé  de 

voir  pareillement  que  ce  n'est  que  dans  cette  supposition  que  — .  ; 

se  réduit  à  ^-,-;  le  théorème  précédent  ne  peut  donc  avoir  lieu  que 
dans  le  cas  où  2/1  est  plus  grand  que  l'unité. 

Soit  —7-  =  -r-r>  ^  étant  fonction  de  x,  l'équation 


0  - 

a  du 
ndx 

-+- 

0  -- 

««'-^X 

-h 

--  > 

deviendra 

ce  qui  donne  pour  x  une  expression  de  cette  forme 

or  la  vérité  du  théorème  précédent  exige  que  l'on  ait  /i'— 1>>^,  et,  par 
conséquent,  i  —  /i'<  —  ^;  donc,  afin  que  ce  théorème  subsiste,  il  est 
nécessaire  que  l'événement  futur  soit  assez  peu  composé  relativement 

à  l'événement  observé,  pour  que  (  — ^  j  soit  une  fonction  de  x^  très 
petite  relativement  à  -— 4-- 

^  y  dx 

Si  l'événement  futur  est  exactement  le  même  que  l'événement  ob- 
servé, en  sorte  que  u  ~y^  la  valeur  a  de  o?,  qui  rend  y  un  maximum, 
rendra  pareillement  uy  un  maximum,  en  sorte  que  l'on  aura  y  =  y  et 
m'—  ç>.  On  aura  ensuite 

dx'  ^  dx^         dx^  ' 

mais  la  substitution  de  a  pour  x  donne  ^  =  o,  partant 

dx"^  ^  dx^ 
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La  formule  (a)  deviendra  donc 

2 

ç  étant  ce  que  devient  uoix  y  lorsqu'on  y  fait  a?  =  a;  de  là  résulte  ce 
théorème  assez  remarquable  : 

La  probabilité  d'un  és^énement  futur,  pareil  à  celui  que  l'on  a  obsen^, 
est  à  cette  même  probabilité,  déterminée  en  employant  pour  les  possibi- 
lités des  événements  simples  celles  qui  résultent  de  l'événement  observé, 
comme  i  est  à  yji . 

Si  l'on  a  observé,  par  exemple,  que  svlt  p-^-q  enfants  il  est  né 
p  garçons  et  q  filles,  et  que  l'on  cherche  la  probabilité  'P,  que  sur 
p-^q  enfants  qui  doivent  naître  il  y  aura  p  garçons  et  q  filles,  on 
aura 

P  = 


1.2.3.  ..(/> -H<7)  /^''<7^ 


I. 2. 3.  ../7.  1.2.3...^   J^  /p^g  "^p-^ç  ' 

c'est  ce  qui  résulte  pareillement  de  la  formule  (ct)  de  l'article  XVII. 

En  général,  si  Ton  cherche  la  probabilité  P  que  l'événement  observé 
sera  suivi  d'un  nombre  n  d'événements  pareils,  on  aura  u^=^y\  et  l'on 
trouvera 

(^  étant  ce  que  devient  j",  lorsqu'on  y  substitue  pour  x  la  valeur  a  qui 
rend  y  un  maximum,  et  cette  équation  a  également  lieu,  n  étant  frac- 
tionnaire. On  s'exposerait  donc  alors  à  des  erreurs  considérables,  en 
employant,  dans  le  calcul  de  la  probabilité  des  événements  futurs, 
les  possibilités  des  événements  simples  qui  résultent  de  l'événement 
observé  :  en  effet,  il  est  visible  que  la  petite  erreur  que  l'on  peut  com- 
mettre, en  faisant  usage  de  ces  possibilités,  s'accumule  en  raison  du 
nombre  des  événements  simples  qui  entrent  dans  l'événement  futur, 
et  doit  occasionner  une  erreur  sensible  lorsqu'ils  y  sont  en  très  grand 
nombre.  Au  reste,  quel  que  soit  cet  événement,  on  peut  en  déterminer 
la  probabilité  au  moyen  de  la  formule  (a),  qui  est  toujours  vraie,  à 
très  peu  près,  lorsque  l'événement  observé  est  très  composé. 
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XXX. 


Un  des  problèmes  les  plus  utiles  de  cette  partie  de  l'analyse  des 
hasards,  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux  causes  qui  les 
ont  produite,  est  celui  de  la  détermination  du  milieu  qu'il  faut  choisir 
entre  les  résultats  de  plusieurs  observations.  J'ai  donné,  dans  le 
Tome  VI  des  Mémoires  des  Savants  étrangers  ('),  les  principes  sur  les- 
quels il  me  semble  que  la  solution  de  ce  problème  doit  être  fondée; 
trois  illustres  géomètres,  MM.  de  la  Grange,  Daniel  BernouUi  et  Euler, 
se  sont  depbis  exercés  sur  cet  objet  :  le  premier  dans  le  Tome  V  des 
Mémoires  de  la  Société  royale  de  Turin  ^  et  les  deux  autres  dans  la 
P*  Partie  des  Mémoires  de  Pétersbourg  pour  l'année  1777;  mais  leurs 
principes  étant  différents  de  ceux  dont  je  me  suis  servi,  cette  con- 
sidération m'engage  à  reprendre  ici  cette  matière  et  à  présenter  mes 
résultats  de  manière  à  ne  laisser  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  phénomène  qui 
a  été  aperçu  par  plusieurs  observateurs  à  des  instahts  différents; 
chaque  observation  a  pu  s'écarter  en  plus  et  en  moins  de  la  vérité  et 
fixer  ainsi  l'instant  du  phénomène  plus  tôt  ou  plus  tard  qu'il  n'est 
arrivé.  Nous  supposerons,  ce  qui  est  très  naturel,  que  les  facilités  des 
mêmes  erreurs,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  sont  égales  entre  elles,  et 
nous  désignerons  par  ç(a?)  la  facilité  tant  de  l'erreur  positive  x  que 
de  l'erreur  négative  —a?,  relativement  au  premier  observateur;  par 
(p'(a?),  ?"(^),  ...  ces  mêmes  facilités  pour  les  deuxième,  troi- 
sième, ...  observateurs.  En  nommant  ensuite  première  observation 
celle  qui  fixe  le  plus  tôt  le  phénomène,  deuxième,  troisième  obser- 
vations, etc.  les  différentes  observations  dans  l'ordre  de  leurs  dis- 
tances à  celles-ci,  nous  nommerons/;,  p\  p'\  ...  ces  distances;  en 
supposant  donc  x  l'erreur  de  la  première  observation,  les  erreurs  des 
observations  suivantes  seront  p  —  Xy  p'  —  x^  p"  —  x,  . . . ,  et  la  pro- 

(  '  )  OEuvrcx  de  Laplace,  T.  VH!,  p.  27. 
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habilité  que  toutes  ces  observations  auront  entre  elles  les  distances 
respectives  p^  p\  p"^  ...  sera 

or  les  probabilités  des  différentes  valeurs  de  x  sont  entre  elles,  par 
Tarticle  XY,  comme  les  probabilités  que,  ces  valeurs  ayant  lieu,  les 
observations  s'écarteront  entre  elles  des  quantités  observées  p,  p , 
/»", Donc,  si  Ton  construit  une  courbe  dont  l'équation  soit 

les  ordonnées  j^  de  cette  courbe  seront  proportionnelles  aux  probabi- 
lités des  abscisses  correspondantes  or,  et  par  cette  raison  nous  la  nom- 
merons courbe  des  probabilUés. 

Maintenant,  on  peut  entendre  une  infinité  de  choses  différentes 
par  le  milieu  ou  le  résultat  moyen  d'un  nombre  quelconque  d'observa- 
tions, suivant  que  l'on  assujettit  ce  résultat  à  telle  ou  telle  condition. 
Par  exemple,  on  peut  exiger  que  ce  milieu  soit  tel  que  la  somme 
des  erreurs  à  craindre  en  plus  soit  égale  à  la  somme  des  erreurs 
à  craindre  en  moins;  on  peut  exiger  que  la  somme  des  erreurs  à 
craindre  en  plus,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  soit 
égale  à  la  somme  des  erreurs  à  craindre  en  moins,  multipliées  par 
leurs  probabilités  respectives.  On  peut  encore  assujettir  ce  milieu  à 
être  le  point  où  il  est  le  plus  probable  que  doit  tomber  le  véritable 
instant  du  phénomène,  comme  M.  Daniel  Bernoulli  l'a  fait  dans  les 
Mémoires  cités  :  en  général,  on  peut  imposer  une  infinité  d'autres 
conditions  semblables  qui  donneront  chacune  un  milieu  différent; 
mais  elles  ne  sont  pas  toutes  arbitraires.  Il  en  est  une  qui  tient  à  la 
nature  du  problème  et  qui  doit  servir  à  fixer  le  milieu  qu'il  faut 
choisir  entre  plusieurs  observations  :  cette  condition  est  que,  en 
fixant  à  ce  point  l'instant  du  phénomène,  l'erreur  qui  en  résulte  soit 
un  minimum;  or  comme,  dans  la  théorie  ordinaire  des  hasards,  on 
évalue  l'avantage  en  faisant  une  somme  des  produits  de  chaque  avan- 
tage à  espérer,  multiplié  par  la  probabilité  de  l'obtenir,  de  même  ici 
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l'erreur  doit  s'estimer  par  la  somme  des  produits  de  chaque  erreur  à 
craindre,  multipliée  par  sa  probabilité;  le  milieu  qu'il  faut  choisir 
doit  donc  être  tel  que  la  somme  de  ces  produits  soit  moindre  que  pour 
tout  autre  instant. 

Supposons  présentement  que,  dans  la  courbe  des  probabilités  dont 
l'équation  est 

la  valeur  de  x  puisse  s'étendre  depuis  —/jusqu'à  c  — /,  en  sorte  que 
l'intervalle  dans  lequel  x  peut  varier  soit  c;  si  l'on  fait  x  =  z  —y,  il 
est  visible  que  5  pourra  varier  depuis  z  =  o  jusqu'à  5  =  c,  et  que  les 
probabilités  des  différentes  valeurs  de  z  seront  proportionnelles  à^ 

ou  à  <p(^ —/)?'(/^  "~  ^  "*"/)•  ••'  ^"  sorte  qu'on  pourra  les  repré- 
senter par  kyj  k  étant  un  coefficient  constant.  Soit  h  la  valeur  de  z 
que  l'on  doit  prendre  pour  le  véritable  instant  du  phénomène,  on 
aura  k  J  (h  —  z)ydz  pour  la  somme  des  erreurs  à  craindre  depuis 
z  =  0  jusqu'à  z  =zh,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives, 
l'intégrale  précédente  étant  prise  pour  toute  l'étendue  de  ces  limites; 
on  aura  ensuite  A  I  (5  —  h)ydz  pour  la  somme  des  erreurs  à  craindre 
depuis  s  =  A  jusqu'à  z  =  c,  multipliées  par  leurs  probabilités,  le 
signe  j  servant  à  indiquer  que  l'intégrale  doit  être  prise  pour  toute 
l'étendue  de  ces  dernières  limites.  On  aura  donc 

A- /(//  —  z)ydz  -\-  k  j    {z  —  h)y  dz 

pour  la  somme  entière  des  erreurs  à  craindre,  multipliées  par  leurs 
probabilités,  et  h  doit  être  tel  que  cette  somme  soit  un  minimum. 
Or,  si  l'on  fait  varier  h  de  la  quantité  infiniment  petite  oA,  il  est 
clair  que  la  variation  de  f{h  —  z)ydz  sera  8h  fydz  et  que  celle 
de  r  (3  —  h)ydz  sera  —  SA  C'ydz;  la  variation  de  la  quantité  pré- 
cédente sera  donc 

kih{fydz-  f'ydz). 

En  égalant  cette  quantité  à  zéro  par  la  propriété  du  minimum,  on  aura 

fydz^f'ydz. 
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L'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  A,  qui  détermine  le  milieu 
qu'il  faut  choisir»  doit  donc  diviser  en  deux  parties  égales  l'aire  de 
la  courbe  des  probabilités,  comprise  depuis  5  ~  o  jusqu'à  3  =  c,  ce 
qui  donne  un  moyen  très  simple  de  déterminer  ce  milieu,  et  l'on  voit 
qu'il  a  encore  la  propriété  d'être  tel,  qu'il  est  également  probable  que 
le  véritable  instant  du  phénomène  tombe  au-dessus  ou  au-dessous,  en 
sorte  qu'on  pourrait  le  nommer  milieu  de  probabilité, 

XXXI. 

Toutes  les  fois  que  les  fonctions  ?(ir),  <p'(^),  Yi^)'  •  •  •  fl"'  expri- 
ment les  lois  de  facilité  des  erreurs  des  observations  seront  connues, 
la  détermination  du  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  plusieurs  obser- 
vations sera  réduite,  par  l'article  précédent,  à  partager  une  surface 
donnée  en  deux  parties  égales,  ce  qui  est  un  problème  de  pure  Ana- 
lyse. Mais,  ces  fonctions  étant  le  plus  souvent  inconnues,  c'est  au 
Calcul  des  probabilités  à  fournir  les  moyens  de  suppléer  à  cette  igno- 
rance; or  on  a  vu,  dans  l'article  XIII,  que  si,  dans  ce  cas,  ±:a, 
±a\  ±a\  ...  sont  les  limites  des  erreurs  de  la  première,  de  la 
deuxième,  . . .  observation,  on  doit  supposer 

9(a:)=-l0g-,  9'^a.)=:^l0g-,  .... 

Il  ne  reste  plus  ainsi,  dans  la  recherche  du  résultat  moyen  de  plu- 
sieurs observations,  que  les  difficultés  inévitables  de  l'Analyse;  mais 
il  faut  convenir  qu'elles  rendent  la  méthode  précédente  d'un  très  dif- 
ficile usage  :  aussi  mon  objet,  en  l'exposant,  a  été  plutôt  de  faire  con- 
naître tout  ce  que  l'analyse  des  hasards  peut  donner  de  lumières  sur 
cette  matière,  que  de  présenter  aux  observateurs  une  méthode  pra- 
tique et  d'un  usage  commode;  on  pourra,  cependant,  l'employer  dans 
des  occasions  très  délicates,  telles  que  celles  du  passage  de  Vénus  sur 
le  disque  du  Soleil,  dans  lesquelles  il  est  nécessaire  d'obtenir  la  plus 
grande  précision.  Le  moyen  le  plus  simple  pour  cet  objet  est  de 
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carrer  par  parties  la  courbe  des  probabilités  et  de  déterminer  ainsi 
l'ordonnée  qui  divise  sa  surface  en  deux  parties  égales. 

La  règle  ordinaire  des  milieiix  arithmétiques- se  déduit  de  cette 
méthode,  en  supposant  a  =  «'  =  «"=...  =  qo,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer;  mais  nous  allons  démontrer  un  théorème  beaucoup 
plus  général  en  faisant  voir  que  cette  règle  a  lieu  toutes  les  .fois  : 
i""  que  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est  la  même  pour  toutes  les  obser- 
vations; 2°  que  les  mêmes  erreurs,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  sont 
également  possibles;  3**  qu'elles  peuvent  être  infinies  et  que  la  fonc- 
tion qui  exprime  leurs  facilités  ne  décroît  d'une  quantité  finie  que 
lorsque  x  est  infini,  mais  qu'alors  elle  va  toujours  en  diminuant 
jusqu'au  point  de  devenir  nulle. 

Pour  cela,  soit  <f(oLx)  la  loi  de  facilité  des  erreurs  des  observations, 
a  étant  une  quantité  infiniment  petite;  soit  de  plus  q  la  valeur  de 
cp(aic),  lorsque  eux  =  o  et,  par  conséquent,  lorsque  x  est  une  quan- 
tité finie.  Il  est  évident  que  l'ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités, 
depuis  —  X  =  o  jusqu'à  —  a?  =  ao,  sera 

En  supposant  le  nombre  des  observations  égal  à  n  et  en  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  a^,  on  aura 

or,  si  l'on  prend  l'intégrale  faoÇux)"--*  -^~^  dx,  depuis  x  =  o 

jusqu'à  a?  =  00,  et  que  l'on  se  rappelle  que  (f((x.x)  =  q  lorsque  x  =  o 
et  que  o(air)  =  o  lorsque  J?  =  00,  on  aura 


/  a  9 ( cnxY"^  —Jr—'r- dx  =: g"; 

^      ^  dioLx)  n^ 


soit  donc  A  Vinté^r^le  J<f((xxy  dx^  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  x>, 
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et  l*on  aura 

pour  rintégrale  fydx  correspondante  aux  valeurs  négatives  de  x. 

Cette  même  intégrale,  prise  depuis  x=^o  jusqu'à  x=p^'^'*^,  est 
pin-^q"^  parce  que  Ton  peut,  dans  cet  intervalle,  supposer 

par  conséquent  l'ordonnée  j  =  ^. 
Depuis  X  nr/?^"^'^  jusqu'à  a?  =  qo,  on  a 

y  =z(^{ax)  (f{oLX  -—  ap)<f(oix  —  ap'). . . 

ou 

* 

or  l'intégrale  Ta  (p(air)'^*  J^^^^  dx^  prise  depuis  x=p^''-'*^  jusqu'à 

x  =  co,  est  —  -q"'  De  plus,  l'intégrale  r9(aj7)"rfa:,  prise  dans  lo 
même  intervalle,  est  évidemment  égale  à  A  — /j^^-^^y";  on  aura  donc 

pour  la  valeur  de  Jydx^  prise  dans  cet  intervalle.  Partant,  l'aire 
entière  de  la  courbe  des  probabilités  est  égale  à  2A.  Or,  en  nommant 
h  l'abscisse  dont  l'ordonnée  divise  cette  aire  en  deux  parties  égales, 
la  partie  de  l'aire  qui  est  à  gauche  de  cette  ordonnée  sera  visiblement 
égale  à 

en  l'égalant  à  A,  on  aura 

ce  qui  donne  pour  h  la  même  valeur  que  la  règle  des  milieux  arithmé- 
tiques. Les  suppositions  qui  nous  ont  conduit  à  ce  résultat  étant  hors 
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de  toute  vraisemblance,  on  voit  combien  il  est  nécessaire,  dans  les 
occasions  délicates,  de  faire  usage  de  la  méthode  que  nous  avons 
proposée. 

XXXIII. 

Il  est  facile  d'appliquer  la  théorie  précédente  à  la  correction  des 
instruments;  pour  cela,  supposons  que,  en  vérifiant  un  instrument 
et  en  répétant  un  grand  nombre  de  fois  la  même  vérification,  on  ait 
trouvé  n  diff*érentes  erreurs  /?,  p\  //,  ....  Soient  i,  i\  i'\  ...  les 
nombres  de  fois  que  chacune  d'elles  a  été  répétée;  en  représentant  par 

Xy  x\  x", . . .  leurs  facilités  respectives,  on  aura  kx^x''' x"^" pour 

la  probabilité  de  l'événement  observé,  k  étant  un  coefficient  constant; 
la  probabilité  de  ce  système  de  facilités  sera  donc 

*Xj    UC       UC         •  •  •  KÂidC  UdC    CI*jU     •   ■  « 

f^  x^x'^'af^ , , .  dx  dx'  dx' . . . 

les  intégrales  du  dénominateur  étant  prises  pour  toutes  les  valeurs 

possibles  de  x^  x\  x", Pour  en  conclure  la  probabilité  de  x^  on 

intégrera  la  fonction  oc^x'^'x"^". .  ,dxdx' dx". ,.  d'abord  par  rapport 
à  x\  depuis  x'  =o  jusqu'à  x'  =^1  —  x  —  x"  —  ,,.^  ensuite  par  rap- 
port à  x'\  depuis  x"^=  o  jusqu'à  oo"  =i  —  x  —  x"  —  ,,.^  et  ainsi  de 
suite,  ce  qui  donne  pour  dernière  intégrale 

5—7 —, Tz r= r xHl  —  Xy^^^'    -^•■*-"-^dx. 

1.2.3.4.  ..(«-+-*   4- «^-h.  ..) 

On  aura  donc,  pour  la  probabilité  que  la  facilité  x  sera  comprise  dans 
des  limites  données, 

rx^{i  —  xy'^''-^'''^"-*-''-^dx 

t  ' 

fx'{i  —  xy-^''-^'"'^"-^''-^  dx 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  l'étendue  de  ces  limites  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  a:  =  i  ;  or  cette 
probabilité  se  déterminera  par  la  formule  de  Tarticle  XVIII  en  y  chan- 
geant/7  en  i  et  y  en  i' h-  i" h-  . . .  -h  n  —  i .  \ 
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Examinons  présentement  la  correction  qu'il  faut  faire  à  une  nou- 
velle observation  faite  avec  cet  instrument  :  supposons  qu'il  soit  un 
quart  de  cercle  et  que,  en  prenant  un  grand  nombre  de  fois  une  mémo 
hauteur  apparente  a,  on  ait  trouvé  entre  cette  hauteur  et  la  hauteur 
réelle  n  différences  qui  s'étendent  depuis  a  —  a  jusqu'à  a  -h  a'.  Sup- 
posons de  plus  que,  en  partageant  l'intervalle  a^-a'  en  n—  i  parties 
très  petites,  on  ait  trouvé  que  l'erreur  —  a  a  été  répétée  i  fois;  que  l'er- 

reur  —  a  h -—  a  ete  répétée  «  fois;  que  I  erreur  —  a  h — — 

a  été  répétée  i"fois  et  ainsi  de  suite;  soient  enfin  or,  x\  a:",  ...  les  faci- 
lités de  ces  erreurs.  On  aura,  par  l'article  XIV, 

fx^^^x'^'x'^'. , .  dxdx'dx',. . 
I     x^x'*'x'*' , . .  dx  dx'  dx' . , . 

pour  la  probabilité  que  l'erreur  d'une  nouvelle  hauteur  a,  observée 
avec  ce  quart  de  cercle,  sera  —  a,  les  intégrales  du  numérateur  et  du 
dénominateur  étant  prises  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  a?,  x\ 
3c^\  ...,  ce  qui  revient  à  intégrer  l'un  et  l'autre,  d'abord  par  rapport 
à  Xj  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i  —  a?'  —  a?"  —  ... ,  ensuite  par  rapport 
à  x\  depuis  x'  =o  jusqu'à  af=  i  —  a/'  — ...,  et  ainsi  du  reste.  On 
trouvera  de  cette  manière  que  la  fraction  précédente  se  réduit  à 

'. — 7 — ./"^' ;  cette  quantité  exprime  donc  la  probabilité  que 

Terreur  de  l'observation  sera  —  a;  en  y  changeant  i  successivement 
on  «',  i'\  . . . ,  et  réciproquement,  on  aura  les  probabilités  que  l'erreur 

de  1  observation  sera  —  a  h ou  —  a  h — ^^ -y On  con- 

n  —  I  n  —  I 

cevra  donc  élevées  sur  les  extrémités  et  sur  chacune  des  divisions  de 
l'intervalle  a  -h  a'  des  ordonnées  égales  ou  proportionnelles  à  ces 
probabilités  et  dont  les  extrémités,  à  cause  de  la  petitesse  des  divi- 
sions, formeront  sensiblement  une  ligne  courbe;  cela  posé,  l'abscisse 
dont  l'ordonnée  partagera  l'aire  de  cette  courbe  en  deux  parties  égales 
sera,  par  l'article  XXIX,  celle  dont  il  faut  faire  usage,  en  sorte  que,  si 
Ton  nomme  h  cette  abscisse  comptée  depuis  l'origine  de  Tintervallo 
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a  -f-  a'  qui  répond  à  Terreur  —  a,  la  correction  qu'il  faudra  faire  à  la 
hauteur  observée  a  sera  A  —  a  et,  par  conséquent,  il  faudra  supposer 
la  hauteur  réelle  égale  à  a  4-  A  —  a. 

De  là  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  corriger  rinstrument  : 
Ajoutez  continuellement  les  quantités  i  -h  «'4-2,  l'-h  «"-I-  2,  i"-j- 1*4-  2, . . . 
Jusqu'à  ce  que  vous  soyez  parvenu  à  une  somme  égale  ou  immédiatement 
plus  petite  d'une  quantité  quelconque  [x  que  la  moitié  de  la  somme 

Soient  r  le  nombre  des  quantités  «  4-  t'  4-  2,  i'  4-  «"  4-  2,  ...  que  vous  aurez 

ainsi  ajoutées  ;  l  le  nombre  des  parties  — ——  contenues  dans  a;  la  cor- 

rection  qu'il  faut  faire  à  la  hauteur  a  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ta 
quantité  qu'il  faut  lui  ajouter  sera,  à  très  peu  près, 


/   ,      \x  \  a4-  g^ 

V  ""         *  '^  4-  i^^'^'^^'i)  n  —  I 


Si,  au  lieu  de  fixer  la  véritable  hauteur  au  point  de  Tabscisse  dont 
Tordonnée  divise  Taire  de  la  courbe  en  deux  parties  égales,  on  la 
fixait  au  point  dont  Tordonnée  passe  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire,  on  aurait  la  même  correction  que  donne  ia  méthode  des  milieux 
arithmétiques  :  cette  méthode  revient  donc,  dans  ce  cas,  à  prendre 
pour  milieu  le  point  où  la  somme  des  erreurs  en  moins,  multipliées 
par  leurs  probabilités,  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  en  plus,  mul- 
tipliées par  leurs  probabilités. 

Lorsqu'une  fois  on  connaît  la  lot  de  facilité  des  erreurs  d'un 
instrument,  on  peut  en  conclure  celle  des  erreurs  d'un  résultat  quel- 
conque déduit  d'observations  faites  avec  cet  instrument,  tel  que  le 
midi  conclu  par  deux  hauteurs  correspondantes.  En  effet,  si  Ton 
nomme  5,  z\  z'\  ...  les  erreurs  des. observations  que  nous  suppose- 
rons ici  très  petites,  la  correction  qu'il  faudra  faire  au  résultat  sera 
As  4-  A's'  4-  A" 5" 4- . . . ,  A,  A',  A'',  . . .  étant  des  coefficients  constants 
dépendant  de  la  nature  du  résultat  que  Ton  déduit  des  observations. 
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Si  Ton  suppose  cette  correction  égale  à  x,  on  aura 

Il  ne  s'agira  plus  ensuite  que  de  déterminer,  par  la  méthode  de  l'ar- 
ticle VII,  la  probabilité  de  cette  équation  au  moyen  de  la  loi  de  faci- 
lité des  erreurs  s,  z\  z"\  on  aura  ainsi  pour  cette  probabilité  une 
fonction  de  x,  que  nous  désignerons  par  o{x),  en  sorte  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  des  probabilités  des  valeurs  de  x  sera  j  =  ç(a?). 
Maintenant,  si  Ton  prend  l'intégrale  f  ydx  pour  toute  l'étendue  des 
limites  dans  lesquelles  x  peut  varier,  l'abscisse  h  qui  divisera  en  deux 
parties  égales  la  surface  que  représente  cette  intégrale  sera  la  correc- 
tion qu'il  faudra  faire  au  résultat  proposé. 


FIN   DU  TOME  NEUVIÈME. 
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